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TEMAVEZETOI AJANLAS

KAVANDA REKA

+MODSZERFEJLESZTES A SORFEJTESES INVERZIO TERULETEN
LOKALISAN 1D ELOREMODELLEZESSEL”

cimii doktori (PhD) értekezéshez

Az értekezésben a Jelolt lokdlisan 1D eléremodellezést alkalmazé inverzios eljarasok
alkalmazhatdsagat vizsgalja laterdlisan inhomogén szerkezet folott, dolés iranyu teritésben
mért adatok feldolgozasa terén. Vizsgalatainak f6 motivacidja az inverzids eljardsok
hozzéigazitdsa a geoelektromos mérési gyakorlatot az utobbi években meghatarozo
jelentéségli multielektrodds mérési rendszerekhez. Az ismert 1.5D inverzids modszer
fejlesztése céljabol vizsgalta 0 bazisfiiggvények (Legendre és Csebisev polinomok)
bevonasi lehetéségét az eljarasba.

Numerikus vizsgalatokat végzett a - korabban csapasiranyt mérésekhez tervezett -
altalanositott sorfejtéses eljards modositasi lehetdségének céljabol, hogy az alkalmas legyen
dolés iranyu teritések hatékony feldolgozasara is. A diszkretizaciot Fourier sorral, Legendre
¢s Csebisev polinomokkal valdsitotta meg. Az integracids intervallum vizsgalata soran
megallapitotta, hogy a kiilonb6zd mélységli réteghatarok esetén mdas-mas integracios
intervallum valasztasa sziikséges. Vizsgalataival igazolta, hogy az altalanositott sorfejtéses
eljarads a 1.5D inverzidval azonos értékli paraméterbecslést ad eredményiil a ddlésiranya

szelvényeken mért adatok esetén is.

Bevezette a stlyozott integralkdzép eljarast, mely egy exponencidlisan lecsengd
sulyfiiggvény bevezetésével figyelembe veszi, hogy az integralkozép szamitasdban a
kozépponttdl tavolodva az oldal iranyt érzékenység csokken. Igazolta, hogy az eljaras a
1.5D inverziéndl, illetve az integralkozép mddszerénél jobb paraméterbecslést eredményez
mind a Fourier sorral, mind a Legendre illetve Csebisev polinomokkal diszkretizalt
dolésiranyu szelvények inverzios feldolgozasa soran. Vizsgalatait kiterjesztette terepi mérési

adatrendszerre is.
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Lokalisan 1D eléremodellezést alkalmazva vizsgalatait kiterjesztette szignifikdnsan
kétdimenzids laterdlisan valtozdé modellre is. A modellen a 1.5D, az integralkozép €s a
sulyozott integralk6z¢ép eljarasokkal végzett inverzids futtatdsok miiszakilag elfogadhatd
eredményt adtak. Figyelembe véve, hogy a szamitasi idé néhanyszor tiz masodperc, a Jelolt
ramutatott, hogy a szigortian 2D inverzidhoz képest a kisebb pontossagot a gyorsasagbeli
tekintélyes kiilonbség messzemenden kompenzalja a gyakorlati alkalmazhatdsag

szempontjabol.

Az értekezés jol felépitett, megfogalmazasa vilagos, magaba foglalja a jelolt
legfontosabb kutatasi eredményeit. A témavezetd megitélése szerint a munka figyelemre

méltd Uj tudomanyos eredményeket tartalmaz.

Tudomanyos munkaban val6 folyamatos részvétele, szorgalma, €s az értekezésben
bemutatott eredmények igazoljdk a Jelolt magas szinvonali tudomanyos ismereteit €és az
6nallo kutatdémunkéara vald alkalmassagat. Kijelenthetd, hogy a Jelolt a tudomanyos
kutatisra vald alkalmassdg, valamint a gyakorlatias szemlélet igen eldnyds Osszhangjat
képes megvaldsitani. A doktori értekezésben foglalt Uj tudomanyos eredmények a

geoelektromos adatok feldolgozasa és értelmezése terén fontos elore 1épést valdsitanak meg.

Kijelentem, hogy az értekezés hiteles adatokat tartalmaz, a dolgozat minden
vonatkozasban megfelel a Mikoviny Samuel Foldtudoméanyi Doktori Iskola altal

megkovetelt tartalmi és formai kdvetelményeknek.

Fentiek alapjan a PhD cim odaitélését tamogatom és javaslom.

Miskolc, 2015. december 10.

Dr. Gyulai Akos
egyetemi tanar

a miszaki tudomany doktora
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Summary

One of the most interesting problems in the environmental work is the determination
of the vertical and lateral inhomogenities. Two dimensional (2D) near-surface geological
structures can be effectively investigated with geoelectric methods. In the last two decades
the development of the measuring and computing technics brought significant changes in
the geoelectric measurement practice. In several cases the traditional measuring systems
have been replaced with the computer controlled multielectrode method. The investigation
of geological structures can be solved with only one setting with this equipment. The

measurement layout is usually parallel with the dip-direction.

In case of the inversion technics the time of calculation is influenced by the applied
method in the forward modeling process. In case of the 2D model the 2D forward modelling
and inversion technique would be the ideal method but this solution takes long calculation
time that is disadvantageous in the engineering practice. The researchers look for quicker
possibilities. Frequently applied technique is the simplification of the forward modeling, for
example applying 1D direct problem in the approximate inversion on 2D model. In 1996
Dobroka, introduced the series expansion-based inversion to determine the parameters of the
model. The main idea of series expansion-based inversion is to describe thickness and
physical parameters of the layers along the profile with proper functions expanded into series
to join the models along the profile and increase the overdetermination of the inverse
problem. Based on this idea the 1.5D function inversion was developed by Gyulai & Ormos
(1997, 1998, 1999).This method apply functions expanded into series and use locally 1D
forward modeling on the VES measurement points to estimate the model parameters

(thickness, resistivity) of the 2D geological structure.

In this study, | used symmetrical and asymmetrical models to test the developed
methods and field data to prove the feasibility in practice.

At first | investigated the applicability of the 1.5D function inversion method in dip-
direction measurement array and | further developed the procedure to increase the stability
and accuracy of the inversion process. Furthermore | introduced two new basis functions

(Legendre- , and Chebishev-polynomials) to enhance the stability of the inversion algorithm.

I improved the Generalized Expansion method (Kis 1998) in order to make the

technique feasible in multielectrode measurements. The method uses the integral mean of
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the thickness function below the measurement lines instead of the local thickness values. |
determined the covariance and correlation matrix in this situation. Furthermore | investigated
the integration interval in case of the layer borders in different depths. I introduced the

Fourier-series and Legendre-polynomials as basis functions in the inversion process.

| developed the Weighted Integral Mean method that applies weights during the
calculation of the integral mean of the thickness function to increase the accuracy of the
inverse modeling. In case of this procedure | determined the covariance and correlation
matrix. | investigated the optimal parameter of the weighting function. | proved the
applicability of the new technique on 2D synthetic model and also on field data.

| proved that the application of the modified Integral Mean and the enhanced Weight
Integral Mean methods reduces the calculation time in inverse modeling with proper
accuracy. These inversion techniques could be advantageous in the processing of the field
data.



DOI: 10.14750/ME.2016.031

Tartalomjegyzék

1.

2.

3.

BEVEZELES. ..ottt e e ne e rre e sre e e nnreennreas 1
A geofizikai inverzid rOVid AttEKINTESE ........eoveriiieiiiiee e 4
2.1  Azinverzié eredményét mindsitd parametereki..........coovvviriiriiiiniiie e 7
Uj sorfejtéses inverzios eljArasok fefleSZtESE .........vrrrrrmrrrriririrsssesssesesssesssesessssssessensesseneans 9
3.1 A 1.5D inverzids eljaras tovabbejlesztese. .. .ooouvriiiriiiiiiiiiie e 12
3.1.1 Uj bazisfiiggvény rendszerek bevezetése a 1.5D inverzios eljarasba............c..ccevvrevnnee. 24
3.1.1.1 Legendre-polinomok bevezetése a 1.5D inverzids eljarasba...........c.ccoevervrviiierunnne 24
3.1.1.2 Csebisev-polinomok bevezetése a 1.5D inverzios eljarasba ............ccocvcvrvreieinenns 30

3.2 Az altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztése ddlésiranyu szelvényadatok esetén.... 36
3.2.1. Az altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztése Fourier soros diszkretizalassal... 41

3.2.2. Az altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztése Legendre -polinomos
AISZKICHIZAIASSAL. ...ttt bbb bbbt ntee s 43

3.2.3. Az altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztése Csebisev-polinomos

QISZKTELIZAIASSAL. ... cveieeiiiiie e e e 45

3.3 Sulyozott integralkdzepes modszer alkalmazéasa dolés iranyu terités esetén ...........cocvevvrnnee. 48

4. A lokalisan 1D kozelités pontossaga 2D modellen............ccocviiieiiiiiiiiiicec e, 59
5. A stulyozott integralkd6zép modszer tesztelése terepi adatoKon .........ovvvvvveieeiienienie s, 62
OSSZEFOGIALAS. ......voveveviciie ettt bbbttt 64
IrOdAlOMIEZYZEK .....cviiiieiiieee e e 67
FUGEEIEK ..ot b et e bbbt b et b e nr e nenre s 71
AMOCEILL...oiiii 71

B MOGEI ... e 72
CMOEI ... e 73



DOI: 10.14750/ME.2016.031

1. Bevezetés

Napjaink kornyezetvédelmi problémak és a ndvekvd nyersanyagigény egyre
nagyobb kihivas elé allitja a kutatokat. A nyersanyagot egyre bonyolultabb foldtani
kornyezetbdl kell kitermelni, a szennyezés felderitését, a szennyez6 forrasok lehatarolasat
gyorsan ¢és pontosan kell végrehajtani, ezért sziikséges a mérési modszerek fejlesztése
mellett az értelmezési eljarasok pontossagat is novelni és a becslési eredményeket
mindsiteni.

A mérés- és szamitastechnika fejlodése az elmult egy-két évtizedben jelentds
valtozast hozott a geoelektromos mérési gyakorlatban is. Ennek kovetkeztében a
hagyomanyos mérési rendszereket a multielektrodas rendszerek valtottak fel. E rendszer
jellemzdje, hogy egy-egy mérési vonal mentén a teritésben egyszerre nagyszamu elektrodat
telepitenek, majd mind az aram- és méréelektroddk kivalasztasat, mind pedig a mérést
szamitogépi vezérléssel végzik. A mérési elrendezést szamitdgépes program segitségével
lehet kivalasztani és a detektalt mérési adatrendszer digitalis formaban tarolodik, mely igy
mas eszkozokre is atvihetd. Sok esetben a mérést vezérld szamitégépben a feldolgozas is
elvégezhetd, igy a mérdérendszer fejlédésével parhuzamosan megjelentek az adatok
kiértékelését, értelmezését szolgalo feldolgozo szoftverek is (pl. Loke és Barker, 1996). A
multielektrodas mérés nagy gyakorlati elénye a pontonként mért VESZ-el szemben, a
gyorsasag, mivel igy a foldtani szerkezet vizsgalata akar egyetlen teritéssel is megoldhat6
lehet, hiszen az biztosithatja az 0Osszes mérési adat egyidejii Osszegylijtését. A
multielektrodas rendszerek elterjedése sziikségessé tette az inverzids eljarasok fejlesztését
is.

Az inverzids eljaras szamitasi idejét dontden befolyéasolja az eléremodellezésben
alkalmazott modszer. Kezdetben a direkt feladat megoldasa, majd az inverzids kiértékelés
1D (egydimenzios) modell feltételezésével tortént. A vertikalis elektromos szondédzas direkt,
¢s inverz feladatait a szakirodalom részletesen targyalja (Mesko 1976, Menke 1984,
Tarantola 1987, Lines és Treitel 1984, Inman 1975, Inman és szerzétarsai 1975, Koefoed
1979, Salat és szerzbtarsai 1982, Salat és szerzotarsai 1992). A szamitogépek elterjedésének
és fejlesztésének koszonhetden egyre igényesebb modellszamitasok ¢és inverzios
modszerfejlesztések torténtek. A gazdasdgosan alkalmazhato inverzids eljarasok korlatjat
mégis a szamitasi id0 jelenti. 2D szerkezetek esetén az idealis feldolgozasi méd a 2D eldre

modellezés és 2D inverzids mddszer alkalmazasa lenne, azonban ez az eljaras nagy szamitasi
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1d6t (orak, napok) igényel, ami a mérnoki gyakorlat szamara kedvezdtlen. A gyakorlat ennél
gyorsabb megoldast kivan, ezért a kutatok gyorsabb, rendszerint kozelité eljarasokat
kerestek. Egyik ilyen gyakran alkalmazott eljaras az elére modellezés egyszertsitése, pl. 1D
direkt feladat megoldas alkalmazasa 2D modelleken végzett (kozelitd) inverzioban. Ennek
egy tovabbfejlesztett valtozata az un. ,,stich together” technika, amikor az adott pont (1D)
kiértékelésének eredményeit, mint startmodellt haszndljuk fel a kovetkezd pontbeli
szamitasnal. Ezaltal, mintegy 0sszefiizziik az 1D-s kiértékeléseket.

Az 1D modellek 0Osszekapcsolasat Christiansen ¢és Auken (2004) lateralis
kényszerfeltétel alkalmazasaval hajtottak végre (pl. két szomszédos modell eltérésére szabva
korlatot). 1997-ben Dobréka M. akadémiai doktori értekezésében lokalisan 1D
eléremodellezést hasznalva a modellparaméterek lateralis koordinatdk szerinti sorfejtését
alkalmazta diszkretizacios eljarasként, igy teremtve kapcsolatot az egyes modellek kozott.
Ekkor az inverzid ismeretlenjeinek a sorfejtési egyiitthatok tekintheték, amelyek a modell
teljes lateralis kiterjedésén azonosak.

A Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékén tobb évtizedre visszatekint6 - mind hazai,
mind nemzetkozi szinten sikeres - kutatasi irany a foldtani modell paramétereinek sorfejtéses
diszkretizacioja és a sorfejtési egyiitthatokra megfogalmazott inverzidos modszerfejlesztés.
Gyulai és Ormos (1997, 1998, 1999) a 2D modell vastagsag fiiggvényeit, illetve a fajlagos
ellenallasokat Fourier sorba fejtve diszkretizaltdk és a sorfejtés egyiitthatdira fogalmaztak
meg inverzios eljarast, melyet 1.5D geoelektromos inverzios eljarasnak neveztek el. Ez a
modszer lokalis 1D eldre modellezést (direkt feladat) alkalmaz a 2D modellnek a szondazasi
ponton atmend vertikalis sikkal valo metszetében értelmezett vastagsagokkal és fajlagos
ellendllasokkal. Az eljards gyorsasaga és stabilitdsa miatt jol alkalmazhatonak bizonyult
gyakorlati feladatok megoldasaban. Kés6bb Gyulai és szerzotarsai (2010) a 1.5D inverziobol
kiindulé ) mddszerre tettek javaslatot. Az Gn. kombinalt inverzids eljarasban (CGI) a
dolésiranyu teritésben mért adatrendszer 2D feldolgozésat tlizték ki célul, melyet Loke és
Barker (1996) altal multielektrodas rendszerre kidolgozott un. RES2DINV moddszerrel is
Osszehasonlitottak. A CGI moddszer két 1épésre bonthatd, az elsd 1épésben a dolésiranyu
szelvényeken mért adatok 1.5D inverzidja szolgéltat startmodellt a masodik szakasz
1doigényes 2D inverzidja szamara, igy jelentdsen csokken az iteraciok szdma és ezzel a
szamitasi ido.

A 1.5D inverzid tovabbfejlesztésével foglalkozott lateralisan inhomogén szerkezeten
mért csapas iranyu teritések esetében Kis (1998) PhD értekezésében. Vizsgalataiban az 1D

elédremodellezést a vastagsagfiiggvények integralkozepével definialt modellparaméterekkel

2
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végezte ¢s igazolta, hogy az eléremodellezést végrehajtva pontosabb kdzelitést kaphatunk.
A sorfejtéses inverzid keretében sulyfliggvényre ortogonalis Csebisev-polinomokat
alkalmazott, melyek nagyobb inverzids stabilitast és jobb paraméterbecslést eredményeznek.
A mobdszert egyiittes inverzidra is Kkiterjesztette €s vizsgalatot végzett szeizmikus ¢és
geoelektromos adatok egyiittes kiértékelésére vonatkozoan (Kis, 2002).

Dobroka és Turai (2001, 2002) idétartoményban mért indukalt polarizacios (GP)
eljarast, melyet szamos hazai mérési teriileten alkalmaztak. 2013-ban Dobroka és
szerzOtarsai sorfejtéses inverzids eljarast dolgoztak ki magnetotellurikus adatok
feldolgozasa céljabol.

Szintén hasonlo elven alapszik a Geofizikai Tanszéken mélyfurasi geofizikai adatok
inverzios értelmezésére kidolgozott intervallum inverziés modszer is (Dobroka M. 1995,
Dobroka és Szabd 2005, Dobroka és Szabd 2010), melynek fejlesztésével foglalkozott Szabo
(2004) PhD doktori értekezésében. Késobb az eljaras javitasa érdekében statisztikai
modszerek bevonasaval végzett vizsgalatot Szabd, Dobroka és Kavanda (2013).

Napjainkban a sorfejtéses geoelektromos inverzid legfontosabb fejlesztési iranya a
2D/3D szerkezetek vizsgalatat szolgalo kozelitd (pl. 2.5D) inverzids eljarasok fejlesztése.
Azonban e modszerek jelentds szamitési igénye gyakorlati szempontok alapjan indokoltta
teszi a 1.5D inverzios eljaras tovabbfejlesztését is. Mivel lassan valtozd geologiai
szerkezetek” esetében a modszer elénydsen alkalmazhato, tovabba a 2D (2.5D) szerkezetek
esetében a kombindlt inverzidos eljarasokban a 1.5D modszerrel optimalis startmodellt
generalhatunk. Ennek koszonhetéen a masodik Iépésként végrehajtott 2D vagy 2.5D
inverzioban csak néhany iteraciora van sziikség az optimalis illeszkedés eléréséhez, igy az
erre forditott szamitasi id6 csokkentésével gyorsithatjuk az eljarast. Mindezek indokoljak az
1.5D, ill. egyéb, lokalisan 1D eléremodellezést alkalmazé inverzids modszerek fejlesztését.

A dolgozat keretében végzett kutatasaim célja, hogy a lokalisan 1D eléremodellezést
alkalmaz6 sorfejtéses geoelektromos inverzios eljardsok (1.5D illetve A&ltalanositott
sorfejtéses inverzid) pontossagat ¢és stabilitasat ndoveljem. Segitségiikkel a mérési vonal alatt
valtoz6 paraméterrel rendelkezd 2D szerkezet esetén, a multielektrodas rendszerekkel mért
(akar doélésiranyu) terités adatainak feldolgozasa is megvaldsithatd legyen, elfogadhatod
pontossaggal. Tovabba vizsgalom Gjabb ortogondlis, illetve ortonormalt bazisfiiggvények
bevonasanak lehetdségét az 1D eldremodellezést alkalmazo sorfejtéses inverzios
eljarasokba, amivel tovabb novelhetd az inverzid stabilitdsa és a paraméterbecslés

pontossaga.
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2. A geofizikal inverzio rovid attekintése

A geofizikai inverzid egy idealizalt foldtani modellen szamitott adatsor €s az aktudlis
mérési adataink egymashoz illesztése.

A modell a vizsgalt kérnyezetet jeleniti meg részleges matematikai absztrakcidval.
A modellvalasz az ezen szamitott Szintetikus adatokat tartalmazza, mely igy csak részben
tiikkrozi a realis modellt. Az inverzio célja, hogy megbecsiilje a modellparamétereket a
vizsgalt adatokra illesztett modellvalasz segitségével. A modell paramétereit az algoritmus
valtoztatasaval finomitjuk, amig a mért és a modellen szamitott adataink kozotti eltérés
megfelelden kicsi lesz, azaz, amig az elfogadhato kozelitést elérjiik.

Direkt feladatnak a mérési adatok elérejelzésének folyamatat nevezziikk (Menke

1984).

modell paraméterek modell adatok elGrejelzése

Az inverz feladat lényegében a fOldtani informacidé mérési adatokbol valo
kinyerésének modszere, amely sordan a mérési eredményeket hasznaljuk a wvaldodi

modellparaméterek becslésére (Tarantola 2005).

adatok modell modell paraméterek becslése

Az inverz probléma a meghatarozandd paraméterek €s a rendelkezésre all6 adatok
egymashoz valo aranya szerint lehet tulhatarozott, alulhatarozott és kevert hatarozottsagti
is.

A tulhatarozott feladatokban a rendelkezésre allo adatok (pl. mélyfurasi geofizikal
szelvényadatok) szdma meghaladja a meghatarozni kivant paraméterek szamat. Ha az adatok
hibaval terheltek, ami mérési adatsorok esetén gyakori, az egyenletek ellentmondoak és nem
vezetnek megoldasra. Ilyen esetekben a modell paramétereket szélséérték keresd
eljarasokkal kozelitjiik pl. gy, hogy a paraméter vektort a mért €s szadmitott adatok
eltérésvektorabol szamitott Li- vagy Lo- norma minimalizélasaval hatarozzuk meg.

Alulhatarozott inverz probléma esetén a meghatdrozand6 paraméterek szdmahoz

képest kevesebb mérési adattal rendelkeziink, ekkor megjelenik a tobbértelmiiség és

4
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végtelen sok megoldast kapunk eredményiil. Egyértelm{i megoldast valamilyen (rendszerint
nem-fizikai, tobbnyire 6nkényes) segédfeltétel rendszer eldirasaval kaphatunk. Gyakori az
egyszerli megoldas elve szerinti megoldas, ekkor a modellparaméter-vektor Lp-normajat
minimalizaljuk.

A geofizikai inverzié soran gyakran talalkozunk kevert hatarozottsagu feladattal,
amikor egyes meghatarozandd paraméterekre nézve talhatarozott lesz az eljaras, mig mas
ismeretlenek esetében alulhatarozott. Ilyen esetekben is fellép a tobbértelmiiség. Megoldast
rendszerint az eltérésvektor és a paramétervektor normainak megfelelé kombinacidjanak
minimalizalaséval keresiink.

Az inverzids eljarasok minden esetben tdmaszkodnak a direkt feladat megoldésara,
ami megadja a szamitott (elvi) adatok és a modell kozotti kapesolatot és tartalmaz minden
olyan paramétert, amely a foldtani kornyezet jellemzésére szolgal (pl. vastagsag, fajlagos
ellenallas, porozitas, viztelitettség stb.). A szamitott adatokat tehat a direkt feladat
megoldasaval allitjuk eld. Az inverzid keretében pedig az eldzetes foldtani és egyéb
rendelkezésre allo informacidk alapjan valasztott startmodellbdl kiindulva a vizsgalt adatok
¢s a modellvalasz egymashoz illesztése alapjan, iteracios lépéssorozattal hatdrozzuk meg a
becstilt modellparamétereket (Menke 1984).

A mért adatok vektora

d"=[d,.d,,...d, ], (1)

ahol N a mérési adatok szamat, T a transzponalas miveletét jelenti. A fenti vektor a
gyakorlatban egyazon pontbeli mélyfurasi geofizikai mérések adatait tartalmazza, amelyek
lehetdvé teszik a direkt feladatban szerepld mennyiségek meghatarozasat.

A modellparaméterek vektora

m=[m,m,,..m,[ )

ahol M a modellparaméterek szamat jelenti, T itt is a transzponalt.
Az inverz probléma azon a feltételezésen alapszik, hogy létezik valamilyen
Osszefliggés a szamitott adatok és a modell paraméterek k6zott, amely alapjan a modell

létrehozhato. Ezt a kapcsolatot irja le a
d* =g(m), 3)

modelltérvény vagy valaszegyenlet, ahol § nem linearis vektorfiiggvény, d* a szamitott

adatok vektora.
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Altaldban a mért adatok szama nagyobb, mint a meghatirozand6
modellparamétereké, ezért talhatarozott inverz problémat kell megoldani. Mivel az
inverzidban az eltérések valamely normajat minimalizaljuk, felirjuk az € eltérés/hiba

vektort a mért és a szamitott (elméleti) adatvektor kiilonbségeként

g=d"-d*¥. (4)
A (4 egyenletoen d"= {dl(m) , dgm) ey ,(um) }T a mért adatok  vektora,

d¥ = {dl(sz) , dgsz )..d ﬁ,sz) }T a szamitott adatok vektora.

Ha az inverz problémat linearisnak tekintjiik, az & hibavektor az alabbi alakban adhaté meg

e=d-

[[@)

m, ©)

ahol d az adatok vektora, m a modellparaméterek vektora, g a Kernel matrix.

A g (m) figgvény azonban a modellparamétereknek altaldban nemlinearis
fliggvénye, ezért az inverz feladat megoldasahoz el6szor gyakran linearizalast hajtunk végre,

majd a linearizalt feladatot oldjuk meg. A linearizalashoz tekintsik az My-al jelolt, a
megoldastol nem tul tavoli pontot a paramétertérben és kozelitsilk az m = m, + dm pontban

agd (m) fliggvényt Taylor-sora els6 két tagjaval

]

dkszzgk(mo)+Z[S%J om; (6)

Mo

ahol (k=1,2,...N). Legyen G, =(2i} és d© =g, (m,) ekkor a (6) egyenletet
m

M
47 =d® + G, om;
j=1
vagy vektoros formaban a
d* =d® +Gam ©)

alakban irhatjuk fel. (Itt G matrix a probléma Jacobi métrixa.)

A fenti alak figyelembevételével a (4) hibavektor

é:am _a(O) _2%1
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add=d —d© jellést hasznalva az
€ =ad -Gom (8)

kifejezést kapjuk, ami a oM paraméter valtozasban linearis. A (8) linearizalt eltérésvektor
valamely normdjanak minimalizalaséval kaphatjuk meg az eredményt.

A legelterjedtebb kozelitési mod a legkisebb négyzetek elve, a modszer matematikai
koncepcidjanak alapjait Jackson (1972, 1979) valamint Aki és Richards (1980) foglaltak
Ossze. Minimalizaljuk a mért és szamitott adatok eltérésvektoranak Lo-normajat, hogy

becslést adjunk a paraméter vektor elemeire

£, =Y. ©)

G'Gom=G'A (10)
normalegyenletre jutunk, amelyet megoldva a kovetkezd eredményt kapjuk
sm=(G"c) c"ad. (11)

Ezutan a paramétertér M =M, + oM pontjaban tovabb folytatjuk az eljarast (vagyis
m lesz az uj M, pont, amely koriil az 0 linedris kozelitést szamitjuk) a megfeleléen
vélasztott stopkritérium teljesiiléséig. {gy olyan iterativ eljarast alkalmazunk, amelynek
minden 1épéseében a valodi valaszegyenletek helyett azok lineéris kozelitésével dolgozunk,

mikozben fennall, hogy [sm|<<|m,|. A paramétertérben mindig az aktualis helyen szamitjuk

a Jakobi-matrix elemeit, amelyek viszont az eredeti (nemlinearis) direkt feladat
valaszfliggvényeinek derivaltjai. Ezaltal az eredetileg nemlinearis inverz feladat megoldasat

linearis problémak sorozatdnak megoldasan keresztiil allitjuk eld.

2.1. Azinverzio eredményét minésité paraméterek

Az inverziés szamitast hibdk terhelik, melyek részben adathibdk, részben az
empirikus kozelitésebdl szarmazd modellhibak. Az adathibak a mérési koriilményekbdl, a
mérémuszerek hibaibol erednek, e hibak az inverzid soran attranszformaldédnak a
modelltérbe, igy ezen bemend hibdk nagysagaval ardnyos lesz a becsiilt modellparaméterek

hib4ja is. Maga a modellezés szintén hibaforras. A diszkretizacid az egyszeriisités okéan az

7
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eléremodellezést hibaval terheli meg, melyet diszkretizacios hibanak nevezziink. Az
inverzios eljards ,,gyorsitasa” érdekében gyakran alkalmazunk linearizalast, ami egyrészt
modellezési hibat vihet az eljarasba, masrészt pedig azzal a veszéllyel jar, hogy az inverzio
soran lokalis minimum csapd4jaba keriiliink. Mindezek (és még szdmos tovabbi szempont)
indokoljék az inverzids eredményt mindsitd eszkdzok alkalmazasat.

A geofizikai modszerek modellfliggvényei €s a modellparaméterek kozotti
kapcsolatot az Gin. paraméter-érzékenységi fliggvények segitségével vizsgalhatjuk. (Gyulai
1989, 2001, Dobroka 1987, 1988). A paraméterérzékenységet a modellfiiggvény valamely
paraméter szerinti parcialis differencialhanyadosként értelmezziik és leggyakrabban
normalt, dimenziotlanitott formaban hasznaljuk. Az érzékenységi vizsgalatok a geofizikai
mérések tervezésében, a kiértékelésben és az értelmezésben is fontos szerepet jatszanak
(Dobroka és szerzétarsai 1991).

A modellparaméterek, mint valoszinliségi valtozok becslésének pontossagarol és
megbizhatdsagardl szol6 ismereteket Salat és szerzbtarsai (1992) foglaltak ossze. A hibak
jellemzésére hasznaljuk a kovariancia matrixot, melynek elemeibdl szamitjuk ki a fizikai
paraméterek becslési hibgjat.

Az éltalanos inverz matrixot a Gauss-féle legkisebb négyzetek modszere esetén a

kovetkezoképpen irhatjuk fel
M-(c'c)'c". (12

Az adattérben ismert kovariancia matrix (COV (CT )) segitségével, a paraméterbecslés

pontossagat, a paramétertérben jellemzdé modell kovariancia matrixot (COV(rT])) a

COV (M) =MCOV ()M (13)
kifejezés segitségével allithatjuk el6 (Menke 1984). Ennek féatlojaban a modellparaméterek

varianciaja all, a f6atlon kiviili elemekbdl pedig a modell korrelacids matrix szamithato

Ccov,
CORR,; = j (14)

Jcov, cov,

A korrelacids matrix a paraméterek kozotti kapcsolatok szorossagat jellemzi, érteke

-1 és +1 kozott valtozhat. Ha a korrelacid értéke zérus, a paraméterek kozott nincs linearis
kapcsolat, amennyiben az értéke +/- 1 kozelében van, akkor erds korrelacioban allnak

egymassal. (Sorfejtéses inverzio esetén a fenti kifejezésekkel a sorfejtési egyiitthatok
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varianciaja és korrelacioja szamithatd Kki. A modellparaméterek becslésére vonatkozo
mindsitd jellemzoket a hibaterjedés torvénye alapjan hatarozhatjuk meg.)
A D adattavolsag, mely a mért adatok és a becsiilt modellparaméterekkel szamitott

adatok kozotti relativ eltérés, a (15)-as képlettel adhato meg

. - 2
18(d lEmen) —d IEszamnott )
D= \/W ;( d lEszélmitott ) ! (15)

ahol dﬁmé”) a mért, d,ﬁszamito“ ) pedig a szamitott adat (Salat és szerz6tarsai 1982, Menke 1984,

Gyulai és Ormos 1999, Dobroka 2001). Amennyiben szintetikus adatokkal dolgozunk a

modellparaméterek (felvett) értékei ismertek, ekkor bevezethetjiik a modelltavolsagot is

1 M mi(becsult) _mi(feh,en) 2
D, = \/WZ( felvett) . (16)

i-1 m!

A variancidk ¢és korrelaciok, valamint a modell- és adattavolsagok hasznos

segédeszkozei az inverzids eljarasok mindségi jellemzésének.

3. Uj sorfejtéses inverzios eljarasok fejlesztése

Az inverzids eljardsok fejlesztése torténetileg természetes modon kapesolodik a
szamitastechnika és a szamitastudomany fejlédéséhez. Kezdetben a direkt feladat
megoldasa, majd az inverzids kiértékelés a szamitastechnikai korlatok (pl. elektroncséves
szamitogépek) miatt 1D modell feltételezésével tortént. A szamitogépek fejlodésével
parhuzamosan egyre igényesebb modellszamitasok és inverzids modszerfejlesztések
torténtek. A mai rendkiviili szamitédsi kapacitdsok sem elegenddek azonban ahhoz, hogy
mindig a lehetdségek felsd hataran oldjuk meg feladatainkat. A korlatot leginkdbb a
szamitasi 1do jelenti.

Kétdimenzios modell esetén idealis feldolgozasi eljaras a 2D eldremodellezés és 2D
inverziés modszer alkalmazésa lenne. Ez azonban nagyon szdmitasi iddigényes eljaras, az
iterativ feladatmegoldas orakig vagy akar napokig is eltarthat. A gyakorlat ennél gyorsabb
megoldast kivan (kiilondsen a modern multielektrodas mérési rendszerek vagy 1égi mérések
esetében, ahol nagy mennyiségli mérési adat keletkezik). A kutatok ezért gyorsabb,
rendszerint kozelitd eljardsokat kerestek. Nemzetkdzi viszonylatban is elfogadott és
gyakorta kovetett eljaras az elére modellezés egyszertsitése, azaz pl. 1D direkt feladat

megoldas alkalmazasa 2D modelleken végzett (kozelitd) inverzidban. Ekkor felvetddik az

9
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ID modellek 0Osszekapcsolasanak kérdése. Christiansen és Auken (2004) lateralis
kényszerfeltételt alkalmaztak az 1D modellek Gsszekapcsolasara. A Miskolci Egyetem
Geofizikai Tansz¢ékén a modellek 6sszekapcsolasara a sorfejtéses diszkretizacio szolgal. Az
erre alapozott inverzids eljarast szamos gyakorlati esetre kidolgoztak és alkalmaztak. Ezek
az elézmények adtak a lehetdséget, hogy vizsgalataimmal csatlakozzak a Geofizikai Tanszék
ezen igen sikeres kutatasi iranyahoz.

A kovetkezoben bemutatandd modszerfejlesztéseim e modszerek koziil a lokalisan
1D el6éremodellezésre épiilé 1.5D (Gyulai és Ormos, 1997, 1998, 1999) és az altalanositott
sorfejtéses (Kis, 1998, 2002) eljarasokhoz kapcsolodnak. El6bb azonban meg kell
emlitenem egy fontos koriilményt, amely az utdbbi egy-két évtizedben hatarozottan
befolyasolta a geoelektomos mérési gyakorlatot és ehhez igazodva a modszertani
fejlesztéseket. A szamitogép vezérelt adatgylijtés jelentds fejlddésen ment keresztil és ez
nem hagyta érintetleniil a geofizika tertiletét sem. A multielektrodas mérérendszerek ma mar
szinte egyeduralkoddk a terepi munkdban. Jellemzdjiik, hogy viszonylag nagyszamu
elektroda telepitését igénylik egy-egy mérési vonal mentén, majd szamitdgépi vezérléssel
torténik az dram- és mérdelektrodak kivalasztasa és a mérés. A mérési elrendezés program
szerint valaszthatd és a mérési adatok szamitégépi rendszerben tarolddnak, ahonnan
megfeleld formatumban a feldolgozo szamitogépbe atvihetok (sok esetben a mérést vezérld
szamitogépben is torténhet feldolgozas és inverzid). A mérérendszer nagy gyakorlati (és
ezaltal gazdasagi) eldnye, hogy akar egyetlen teritéssel a foldtani szerkezet vizsgalatdhoz
sziikséges Osszes meérési adat Osszegyljthetd. A multielektrodas mérési rendszerek
elterjedésével parhuzamosan megjelentek azok a feldolgozd szoftverek is (pl. Loke és
Barker 1996), melyekkel az adatok kiértékelhetk, ill. értelmezhet6k. A mérési rendszer
gyakorlati okok miatt eldnyhoz juttatja azokat a modszereket, amelyek alkalmazasadhoz pl.
2D szerkezet vizsgalataban elegend6 egyetlen (akar ddlésirany(l) multielektrodas terités.
(Noha valtozatlanul igaz az a geoelektromos szakmai ajanlas, hogy ha ismerjiik a dlés- és
csapasiranyt, akkor csapasiranyban telepitett teritéseken mért adatokbdl hatarozzuk meg a
2D szerkezet jellemzo6it. Ezt a szakmai irdnymutatist azonban nem gazdasagos
multielektrodas rendszerrel kovetni, Gjra és Ujra telepitve a mérdrendszer 50-100
elektrodajat.)

A multielektrodas mérérendszerek megjelenése nem hagyta érintetleniil a Geofizikali
Tansz€k sorfejtéses (geoelektromos) modszereinek fejlesztését sem. PhD értekezésében Kis
(1998) altalanositott sorfejtéses eljarast dolgozott ki csapasiranyt teritések feltételezésével.

Ekkor a délésiranyban nem tul gyorsan valtozd 2D modellen mért adatok jol kozelithetok

10
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1D eldre modellezéssel. A kozelités josagat a Szerzd azzal is javitotta, hogy — a
geoelektromos mérési rendszer oldalirdnyt érzékenységére tekintettel - a kdzelitd 1D modell
paramétereit egy dolésiranyban, integracids ut mentén (a mérési vonalra szimmetrikusan)
felvett intervallumon szamitott integralkdzéppel definialta. (A kdvetkezokben az eljarast a
rovidség kedvéért integralkozép modszerként is emlitjiik.) Ezekkel a paraméterekkel 1D
eléremodellezést végezve dolgozott ki kdzelitd inverzids modszert. Az eljaras megkovetelte
a 2D modell d6lés/csapasiranyanak ismeretét, ill. a csapasiranyu teritések alkalmazasat, ami
az elébbiek szerint a multielektroddas mérérendszerek gyakorlatdhoz nem illeszkedik.
Sziikséges tehat az altalanositott sorfejtéses eljaras alkalmazhatdsdganak vizsgalata olyan
esetekben, amikor a csapasirdny nem ismert és ezért a (multielektrodas rendszerrel teritett)
mérési vonal alatt a 2D szerkezet paraméterei (vastagsag, fajlagos ellenallas) valtozhatnak,
beleértve azt is, hogy a terités esetleg éppen ddlésirany.

Az 15D inverzios eljaras kidolgozasa soran a 2D szerkezet dolés, Iill.
csapasiranyanak ismerete nem volt eléfeltétel. Az alkalmazasok soran a modszer mind
do6lés-, mind csapasiranyban (Gyulai és Ormos 1998) mért szelvények adatainak
feldolgozasaban sikeresnek bizonyult. Egy késobbi publikdcioban Gyulai és szerzbtarsai
(2010) a 1.5D inverziobdl kiinduldé un. kombinalt inverzios eljarasban (CGI) a Szerzok
dolésiranyu teritésben mért adatrendszer feldolgozasara javasoltak Gj modszert. A modszer
két 1épésbal all: az elsd 1épésben a doélésiranyu szelvényeken mért adatok 1.5D inverzidja
szolgaltat startmodellt a masodik szakasz idéigényes 2D inverzidja szamara (Gyulai A.,
Kavanda R. és Ormos T. 2006). Ezaltal a futasi id6 a teljes 2D inverzidhoz képest jelentésen
csokkenthetd. A 1.5D inverzids eljarads ezzel az alkalmazassal a modern 2D inverzios
modszerek integrans részeként azok optimalis startmodellt generalo eszkdzévé valhat, ami a
modszer jovobeli felértékelddéséhez is vezethet.

A sorfejtéses geoelektromos inverzid legfontosabb fejlesztési irdnya a 2D/3D
szerkezetek vizsgalatat szolgalo kozelitd (pl. 2.5D) inverziés modszerek fejlesztése. Ennek
ellenére érdemes az 1.5D inverzids eljarast fejleszteni két okbol is. Egyrészt a ,lassan
valtozo geolodgiai szerkezetek” kutatasara a gyors 1.5D inverzid eldnyodsen alkalmazhato (a
vizbazis védelemben gyakoriak az ilyen rétegzett foldtani modellek). Masrészt a 2D (2.5D)
kombinalt inverzids eljarasokban elsé 1épésként 1.5D eljarassal generalhatunk optimalis
startmodellt, ami utdn mar csak néhany iteracid sziikséges az iddigényes 2D vagy 2.5D
inverziobol.

Mindezek figyelembe vételével indokolt a 1.5D inverzids eljaras részletes vizsgalata

olyan esetben, amikor a (multielektr6das rendszerrel teritett) mérési vonal alatt a 2D

11
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szerkezet paraméterei valtozhatnak, beleértve azt is, hogy a terités délésirany. Emellett - ha
az eljaras alapelveit nem is érinti —az inverzio stabilitasa és pontossaga szempontjabol fontos
lehet tovabbi bazisfliggvények bevondsa az eljarasba, kiilondsen a hatvanyfiiggvényekkel
torténd diszkretizalas kivaltasara.

A kovetkezOkben bemutatandé fejlesztéseim abbol a motivaciobol indulnak, hogy a
lokalisan 1D eléremodellezést alkalmazé sorfejtéses geoelektromos inverzios eljarasok
(1.5D, ill. altalanositott sorfejtéses inverzid) pontossagat és stabilitasat néveljem, ezaltal is
Kiterjesztve azok alkalmazhatosagat ugy, hogy segitségiikkel a multielektrodas
rendszerekkel mért (akar) dolésiranyt terités adatainak feldolgozasa is megvalosithato

legyen.

3.1. A 15D inverzios eljaras tovabbfejlesztése

Ez a kozelit6 inverzios eljaras lokalisan 1D eldremodellezést alkalmaz. A kozelités
keretében a direkt feladat megoldasara a becsiilt modell vastagsag és fajlagos ellenallas
adatait egy pontra, a vonatkozasi pontra szamitjuk és ezekkel a paramétereckkel hatarozzuk
meg a horizontalisan rétegzett, rétegenként homogén (1D) modell latszolagos fajlagos
ellenallasait kiilonboz6 teritési tavolsagok mellett. A szamitasokban a felszinen elhelyezett
pontelektroda potencialjat a Laplace-egyenlet megoldasaval, a hatar- és peremfeltételek

figyelembe vételével megadod

27

U(r,0)= p—l'G + 2_T K(m)Jo(mr)de (17)

kifejezésbdl indulunk ki ( r a pontelektrodatol mért tavolsag, Jo a nulladrendli Bessel-
fliggvény, m a szeparacios allando, K(m) a foldtani informaciokat hordozo magfiiggvény).
A fenti egyenletbdl levezethetd a latszolagos fajlagos ellendllds, mely Schlumberger

elrendezésre nézve az alabbi egyenlettel irhat6 le
p. = p{1+ Zszj' K (m)J,(ms)m *dmj : (18)
0

ahol s a tapelektroda-tavolsag fele, J1 az elsérendii Bessel-fliggvény, m a szeparacios
allando, K(m) a foldtani informaciokat hordoz6 magfiiggvény. Mivel az egyenlet impropius

integralt tartalmaz pa-t csak kozelitd modszerekkel (digitalis sziirés, magfliggvény szamitas)

12
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tudjuk meghatarozni (Salat és szerzétarsai 1992). Az elméleti gorbét konvolucidval

szamithatjuk ki Ghos (1971) szliréelmélete alapjan
. = p. [ BB( X a9

ahol G a Gosh-fiiggvény, B a hatarfeltételi karakterisztikus fiiggvény, mely az irodalombol
ismert formulaval adhaté meg. Vizsgalataim sordn az 1D eléremodellezést a Geofizikai
Tanszék szoftvertaraban adott programok alkalmazasaval végeztem.

A 1.5D inverzids mddszer (Gyulai és Ormos, 1999) keretében a 2D foltani szerkezet
lateralisan valtozd paramétereit a Szerzok sorfejtés forméjaban Aallitottdk eld.

Bazisfiiggvényként hatvanyfiiggvényeket alkalmaztak

P
pa(x)=> a,xPY
p=1

R
h,(x)=> b, x"™), (20)
r=1
ill. ortogonalis bazist képezo szinusz/koszinusz fiiggvényeket

K K
pn(x)zldno +>d, cos( kz—ﬂx)+2d:k sin( k2%,
2 Py S P S

L L
hn(x):%cno +>.C, cos(l%zx)+2c;I sin(lz?ﬂx) (21)
1=1 I=1

hasznaltak, ahol n=1,..., N-1. A hn(x) fliiggvény az n-edik réteg vastagsagfiiggvénye, a,,
bmI , dnk , d:k v Gy C:| a fiiggvénykoefficiensek, N a rétegek szama, X a lateralis koordinata,
P, R, K, L a sorfejtési egyiitthatok szama.

A modszer szamitasi folyamata az Al. dbran lathato.
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Startmodell fizikai A priori
Terepi adatok paraméterei informaciok

\ 4 A

. A startmodell

< 1D el6remodellezés koefficienseinek
-~ N
szamitasa
\ 4

A szamitott és a mért
adatok kilonbsége
minimalis?

Nem Koefficiensek
korrekcioja

A

Igen STOP

A 2D modell fizikai
paramétereinek
szamitdsa

Al. dbra: A 1.5D inverzids eljaras blokkdiagramja

A d¥ =g(m)=g(m,,...m, ) direkt feladat a sorfejtéses inverzioban modosul, 1

valtozoként a B{M ,...,Béi) .., BV ,...,Bé:') sorfejtési egyiitthatokat szerepeltetjiik

1 = = 1 1 N N
d* =g(m,...m,)=g(B",...BS’,...B{",...B), (22)
ahol Qi az i-ik rétegparaméter sorfejtési egyiitthatdinak szama. . Linearizalas utan a

G'eE-G'd

normalegyenlet rendszert kapjuk, az inverzid eredményeként az egyiitthatok allnak eld. A
becslést mindsitd (13), (14) kovariancia €s korrelacié matrixok értelemszeriien az inverzid

kozvetlen valtozoira vonatkoznak, amelyeket Menke (1984) szerint
COV (B)=MCOV (d)m

formaban kapunk. A (22) kifejezés még nem alkalmas a normalegyenlet kordbbiakban

megismert eldallitdsara, mivel a sorfejtési egylitthatok matrixok. Ezen konnyen
véltoztathatunk az indexek atirasaval, ha bevezetjiik a B sorfejtési egyiitthato vektort,

melynek i-ik rétegre vonatkozé B, koordinatait az
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l=n+>Q,, n=1..Q (23)

képlet adja, ahol n az i-ik réteg sorfejtési egytitthatoin fut végig, Q, pedig a ,.korabbi” (p<i

indext) rétegekben felvett egylitthatok szamat jeldli. Pl. 2 réteghatar esetén

| 1,...Q, (elsd réteq)
Q, +1,...Q,+Q,  (masodikréteg)

A (20), (21) bazisfiiggvényekkel a 1.5D inverzids eljarast a Szerzok sikerrel
alkalmaztak. A numerikus ¢és in-situ alkalmazasok azt mutatjak, hogy a Fourier-soros
kozelités igen magasrendii lehet: a sorfejtési egyiitthatok szama akar a maximumig (a teritési
pontok szamaig) elmehet, ugyanakkor a bazisfliggvény rendszer a modellnek (kisszamu
sorfejtési tag alkalmazasakor) ,,unduldlé” jelleget ad. Ezt elkeriilendd, a Szerzok
hatvanyfiiggvényeket is bevontak a bazisfliggvények kozé. Ezek azonban nem alkotnak
ortogonalis rendszert, igy alkalmazasukkal numerikus stabilitasi problémak keletkezhetnek.
A 1.5D modszerhez kapcsolodo elso vizsgalataim ehhez a problémahoz kapcsolddnak.

Numerikus vizsgalataim céljara els6ként az A2. abran lathatd haromréteges modellt
vettem fel, melynek vastagsagfiiggvényei lassan valtoznak, a fajlagos ellenallasokban a
szerkezet rétegenként homogén. A latszélagos fajlagos ellendllds gorbéket példa

szelvényekkel a fiiggelék F1. dbra mutatja be.

Relativ lateralis koordinatak (m)

-210 -168 -126 -84 -42 0 42 84 126 168 210
0 I N T
Jelmagyarézat
1 =+ 25 ohmm e Le=pe—p\  H, (X) egzakt
~_ // \\ ==/ H,(x) egzakt
éz — N
=Y T 7T T 7 7 | N T T T T
‘<
&
o «
% 3 50 ohmm R
< N
> / ‘\
4 . 4?)/ \&E; 1]
g A
100 ohmm
5

A2. dbra: A numerikus vizsgalatok céljara felvett A modell
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A vastagsagfiiggvények a modell mindkét sz€élén 60 m hossziisagban allando értéket
vesznek fel (Hi=2m, H2=4m). A +/- 150 m. bels6 intervallumon a vastagsagok lateralis

valtozasat a
H,(x)=2—exp(—(2.5x/150)*)
ésa
H,(x)=4-2exp(—(2x/150)*)

fliggvények adjak. A 420 m-es vizsgalati teriileten doOlésiranyban 15 méterenként
Schlumberger elrendezésti mérést tételeztiink fel (AB/2=1.6,2.0, 2.5, 3.2, 4.0, 6.4, 8.0, 10.0,
12.0, 14.0, 17.0, 20.0, 25.0, 30.0, 35.0, 40.0, 45.0, 50.0 m teritési tavolsagokkal). Egy-egy
mérési ponthoz tehdt 19 mérési adat tartozik, a mérés teljes intervalluma 100 m. A
tovabbiakban a fenti modellt ,,A modell”’-nek nevezzik.

A latszolagos fajlagos ellenallas adatokat Spitzer (1995) FD programjaval allitottam
el8, amelyet a modellszamitasok megkonnyitésére Gyulai Akos Professzor fejlesztett tovabb
tetszOleges, lateralisan valtozo modellre. Az adatokkal elvégzett inverzios vizsgéalatokban az
eredmény minéségét jellemzO paramétereket iS szamitottam, kovetkeztetéseimet ezekre

alapoztam.

A 1.5D inverzios kozelités josaganak jellemzésére szamos paraméter szolgal. Ezek
koziil az adattérbeli és modelltérbeli tavolsagokat a 2.1 fejezetben definialtuk. Jelen
vizsgélataink szempontjabol a legfontosabb a rekonstrualt vastagsag fliggvények és azok
egzakt (a modellben felvett) értékei kozotti (relativ) eltérés. Ennek szamitasara a relativ

fliggvénytavolsagot vezetjiik be az alabbi formula szerint:

+1 becsilt 7,1 egzakt 7,1
H —H
Dh — J‘| 1 (Xeg)zakt ]I. (X ) |Xm . (24)
) H1 (X )

A kovariancia és korreladcido matrixok kifejezései értelemszeriien az inverzid kozvetlen

valtozoira, azaz a sorfejtési egyiitthatokra vonatkoznak, igy pl. (13) alapjan
CcoV (B)=Mcov (dM".

A foldtani modell paramétereinek kovariancia matrixa a hibaterjedés torvénye alapjan
allithatd eld. Numerikus vizsgalatainkban csak a vastagsag laterdlis valtozasaval

foglalkozunk, ezért a levezetésiinkben a fajlagos ellenéllasokat konstansnak tételezziik fel.

16



DOI: 10.14750/ME.2016.031

Qi .
Az i-ik réteg vastagsagfiiggvénye az x helyen h,(x)="> B{"®,(x). Ennek varhaté értékét
n=1

— Qi —(i
a becslés soran jelolje hi(X):ZBﬁ )din(x), ahol a feliilvonds az atlagolasra utal. Az
n=1

atlagtol valo eltérés

o, (x) = 1y (x) - i (x) = 3 (BY ~ BY yao, (x)

vagy masként
Qi .
o (x)=> B @, (%),
n=1
i H oz &
ahol &B{” =B —B: . A j-ik vastagsagra hasonléan ¢h,(x)=> B\ @, (x), igy a
m=1

vastagsag kovariancia matrix a

Q9

o, (X)éhj (X) = Z

n=1 m=1

@,(x)eB," B, @, (x)

atlagoldsaval kaphato. Egyszerlibb formuldt kaphatunk (egyiitthatdé matrixok helyett

egyiitthato vektor) az indexek (23)-hoz hasonl¢ atirasaval

i—1 j-1
l=n+>Q,, n=1..Q, h=m+>Q,, m=1..0,
p=1 q=1
vagyis
Qi Qi R
S, (x)oh;(x)=>" > @, (x)3B,B, @, (x),
n= m=1

amivel a vastagsag kovariancia matrix elemei a sorfejtési egyiitthatok kovarianciaibol x

helyen a

cov(hoxf =

képlet szerint szamithatok. (A formula i=j esetre visszaadja a Gyulai és szerzétarsai 2002)

Q9
2,(00V (B)] @, (x) 25)

n= m=1

variancia képletét.) A korrelaciés matrix eldéllitasa tovabbra is a (14) egyenletnek

megfelelden torténik.
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Miel6tt a numerikus vizsgéalatainkba kezdenénk, Osszehasonlitasi alapként nézziik
meg a 1.5D algoritmus Fourier sorfejtést alkalmazo valtozatat. Az A3. abran 6ttagii (M=5)
Fourier sorfejtést alkalmazé kozelitésben mutatjuk be a 1.5D inverzio eredményét felvett
modelliinkon. A lateralis koordinatakat késobbi numerikus vizsgalatainkra tekintettel a +/-
1 intervallumba transzformaltuk. (Az adatok FD generdlasa mindig az eredeti skalan
torténik.) A rekonstrualt vastagsag fliggvényeket a kék gorbék mutatjak. Lathato a Ha(X)
gorbén, hogy a sorfejtési egyiitthatok szama még kevés a modellvaltozas leirasara. Az A3.
abran bemutatott vastagsagfiiggvények esetében a (24) szerint szamitott D= 5.864. (Az

inverzio soran a rétegek fajlagos ellendlldsait is meghataroztuk.)

Relativ lateralis koordinatak
-1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1

0 I 1+ 1

Jelmagyarazat

H(x) egzakt
H(x) (Fourier, M=5)

A\
\
)
/

|
\
\
/

\
/

Vastagsag (m)
A\
/

\
/

A3. abra: A 1.5D inverzié eredménye
(vastagsag fliggvények kozelitése M=5 Fourier taggal)

Tovabbi vizsgalatokat az Al. tdblazatban lathatdé M sorfejtési egyiitthatd szdmok
mellett végeztiink. (A paratlan szdmok oka az, hogy a Fourier-sorban szerepld konstans tag
mellett azonos szdmban szerepelnek szinusz, illetve koszinusz fiiggvények.) A tablazatban
az egyes paraméterek becslésének pontossagat jellemz06 variancidk atlagat (atlagvariancia),
a korrelacios matrix f6atlon kiviili elemeinek négyzetes kozépértékét (korrelacios atlag), az
elézéekben definialt Dn fliggvénytavolsagot és az adattavolsagot mutatjuk be. Az
atlagvarianciat a (25) formula alapjan az egyes mérési pontokban szamitott varianciak
kozépértékeként szamitottuk. A korrelacids atlag a (25)-bdl levezethetd korrelacids matrix

alapjan allt elo.
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Mint lathatd, az adattavolsag lényegében azonos, ennek valtozasa kevéssé
informativ, ezzel szemben a Dy fiiggvénytavolsag megfelelden érzékeny jellemzdje a
vastagsagfliiggvény becslés josaganak. A korrelacids atlag szisztematikusan csokken, azt
jelezve, hogy az ortogonalis fliggvények alkalmazasa stabil inverzids eljarast eredményez
(korrelaltsag nem rontja lényegesen az eredményt). A variancia atlag a becslés atlagos

pontossagat mutatja, ennek értéke az ismeretlenek szamanak novelésével egyiitt ndvekszik.

Lathato a tablazat alapjan, hogy a legjobb fiiggvényilleszkedést M=9-nél kaptuk. Az
A4, 4bran ezért a mar szemléltetett M=5 mellett bemutatjuk az M=9 esetében kapott
vastagsag fiiggvényeket. Az Al. tdblazat tanusaga szerint a magasabb rendi kozelitések is
megfeleld (kissé pontatlanabb vastagsagbecslést jelentd) eredményt adnak. Ezeket az dbran

nem tiintetjiik fel, mivel az egyes eredmények szinte csak vonalvastagsagon beliil térnek el

egymastol.
M Variancia Korrelaciés | Dn fiiggvénytavolsag Adattavolsag
atlag (%) atlag (-) (%) (%)
5 2.955 0.381 5.864 0.953
7 3.280 0.311 4.909 1.030
9 3.638 0.264 3.775 0.977
11 3.691 0.230 3.781 0.973
13 3.686 0.207 3.805 0.984
15 3.770 0.189 3.835 1.006
17 3.960 0.175 3.868 0.996
19 3.930 0.163 3.848 0.996
21 4.019 0.154 3.825 1.032
23 4.220 0.144 3.792 1.024

Al. tdblazat: A 1.5D inverzi6 eredményeit mindsitd jellemzOok
Fourier soros diszkretizacid esetén
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Relativ lateralis koordinatak
1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1

Vastagsag (m)

0 I
Jelmagyarazat
—— H(x) egzakt
1 H(x) (Fourier, M=5)
S H(x) (Fourier, M=9)
L~ ~
|~ ~—
/ \
3 e NN
,/// \\\\
4
)

A4 dbra: A 1.5D inverzié eredménye Fourier sorfejtéses diszkretizacidval
M=5 és M=9 esetén

Az A modell az x lateralis koordinataban szimmetrikus, ami inverzios szempontbo6l
elényds, stabilitast noveld tényez6. Természetesen a gyakorlatban a modell szimmetridja
igen ritka, ezért tovabbi vizsgalataink céljara a B1. abran lathato aszimmetrikus modellt
is definialjuk, amit ,,B modell”’-nek neveziink.

A vastagsagfiiggvények az x<O0 oldalon a —arctg(x) fiiggvények (rétegenként
kiilonbozo) eltolasaval és skalazasaval allnak el6. Az x>0 koordinatdknél pedig az
ugyancsak arctg(x) fiiggvényeket az elobbiektdl eltérd skalazassal vettiik fel (annak
érdekében, hogy valoban aszimmetrikus €s nem antiszimmetrikus modellt definialjunk).
A 420 m-es vizsgalati teriileten (a modell valodi mérete) délésiranyban itt is 15
méterenként Schlumberger elrendezésii mérést tételeztiink fel (AB/2= 1.6, 2.0, 2.5, 3.2,
4.0, 6.4, 8.0, 10.0, 12.0, 14.0, 17.0, 20.0, 25.0, 30.0, 35.0, 40.0, 45.0, 50.0 méter teritési
tavolsagokkal). A rétegek fajlagos ellenallasa és a mérési rendszer megegyezik az A
modellnél leirtakkal. A latszolagos fajlagos ellenallas adatokat tovabbra is Spitzer
(1995) Gyulai Akos Professzor altal tovabbfejlesztett FD programjaval allitottam eld. A
latszolagos fajlagos ellenallas gorbéket példa szelvényekkel a fiiggelék F2. dbra mutatja
be.
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Relativ lateralis koordinatak
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B1. abra: A numerikus vizsgalatok céljara felvett B modell

Fourier-sorral tortént diszkretizalassal a 1.5D inverzio a B modellen M=23 mellett

adta a legjobb eredményt, mint lathat6 a B1. tablazatban. A B2. abran a legjobb illeszkedést

mutatd M=23 eset mellett, néhdny tovabbi fokszam alkalmazasakor kapott gdrbét is

bemutatunk, hogy a fliggvényilleszkedés valtozasat szemléltessiik. M=9 és M=11 esetekben

a vastagsag gorbék szélein (fel-, ill. lefelé futd gorbék) még instabilitas mutatkozik, M=19

felett ez jelentésen csokken. (Az A modell esetében ez az instabilitas a szimmetria miatt

nem jelentkezik.)

M Variancia Korrelaciés Dn fiiggvénytavolsag Adattavolsag
atlag (%) atlag (-) (%) (%)
5 11.352 0.384 15.910 2.559
7 4.497 0.364 6.466 0.888
9 4.744 0.338 6.705 0.888
11 3.116 0.321 4.862 0.547
13 3.300 0.316 5.195 0.558
15 3.389 0.311 5.603 0.508
17 2.614 0.232 5.612 0.522
19 2.478 0.249 3.581 0.377
23 2.350 0.216 3.319 0.394

Bl. tablazat: A 1.5D inverzi6é eredményeit mindsitd jellemzok

Fourier soros diszkretizacid esetén a B modellen
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Relativ lateralis koordinatak
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B2. abra: A 1.5D inverzi6 eredménye Fourier sorfejtéses diszkretizacioval

Ezek utan vizsgaljuk meg az A modellen a vastagsagok hatvanyfiiggvényekkel
torténd (20) szerinti diszkretizaciojanak alkalmassagat a 1.5D inverzidban. Tapasztalataink
szerint az Otodfoku kozelités alatt elfogadhatatlan pontossagot kapunk. Numerikus
vizsgalatunkat ezért M=5 mellett kezdjiik, azaz bazisfliiggvényeink kozott legfeljebb
otodfoku hatvanyfiiggvény fordul eld. A legmagasabb hatvanykitevo novelésével M=7-nél
javulast, majd magasabb kitevoknél a kozelités romlasat tapasztaltuk tigy, hogy M=10-nél
az inverzié numerikus instabilitas miatt megszakadt és magasabb hatvanyoknal sem adott
eredményt. Az A2. tabldzat az inverziot mindsitd paramétereket mutatja kiilonboz6
fokszamu kozelitések esetén. A legjobb fiiggvény kozelitést M=7 mellett kaptuk. Az
illeszkedés szemléltetésére az AS. abra szolgél. Az attekinthetdség kedvéért csupan az M=5,
7 és 9 maximalis fokszdmhoz tartoz6 gorbéket mutatjuk be. Mint lathatdé M=5 még
viszonylag alacsony, a vastagsag fliggvényeket gyengén kozelitd eredményt hoz.
Ugyanakkor az M=9 - hez tartoz6 gorbe mar az instabilitast jelz6 kozelitési hibaval (Dn=7.87
%) és 16.25 % varianciaatlaggal jellemezhetd. A numerikus instabilitas oka az, hogy az X"
és az X" fiiggvények kozotti kiilonbség (példaul a [0,1] intervallumon egyre kisebbé valik
az n novelésével, masként ez azt is jelenti, hogy nagy n-ek esetén az egymast kovetd
bazisfiiggvények csaknem megegyeznek, igy a sorfejtés egyre magasabb rendii tagjai
numerikusan kozel azonos szerepet jatszanak. Ez a korilmény a Jacobi-matrixba olyan
hasonlésadgokat visz be (sorok vagy oszlopok linearis kombinacidja), amely végiil az

egyenletrendszer matrixdnak szingularitasahoz (determinans kozel egyenld nulla) vezet.
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M Variancia Korrelacios Dn fiiggvénytavolsag Adattavolsag
atlag (%) atlag (-) (%) (%)

5 10.310 0.425 10.593 2.103

6 10.310 0.440 10.593 2.103

7 18.744 0.439 5.927 1.228

8 18.837 0.452 5.927 1.228

9 16.257 0.386 7.874 0.625

A2. tablazat: A 1.5D inverzid eredményeit mindsitd jellemzok hatvanyfiiggvényekkel
tortént diszkretizacid esetén

Relativ lateralis koordinatak
-1 08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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z e
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S
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> = ~N
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A5, abra: Az 1.5D inverzidé eredménye hatvanyfiiggvényekkel tortént diszkretizacidval

M=5,7 és 9 hatvanykitevok esetén

Mindezek alapjan megéllapithatd, hogy a (20) szerinti egyszerli hatvanyfiiggvények
csupan korlatozott mértékben alkalmazhatok a dolésiranyu szelvények mentén mért
latszolagos fajlagos ellenallas adatok 1.5D inverzidjaban, ezért a kérdést a B modellen nem
vizsgaljuk. A hatvanyfiiggvények, altalanosabban polinomok szerepeltetése a modellek
megfeleld leirasaban sziikséges, ezért a hatvanyfliggvények helyett a tovabbiakban uj

bazisfiiggvényeket kerestink.
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3.1.1. Uj bazisfiiggvény rendszerek bevezetése a 1.5D inverzids eljardsba

A sorfejtéses inverzio terén ismert tény, hogy ortogonalis, illetve ortonormalt
bazisfiiggvényekkel torténd diszkretizacid nagyobb inverzios stabilitast és jobb
paraméterbecslést eredményez. Laterdlisan inhomogén szerkezeten mért adatok
altalanositott sorfejtéses inverzidjaban Kis (1998) Csebisev polinomokat alkalmazott,
amelyek sulyfliggvényre ortogonalis rendszert alkotnak. PhD értekezésében Pracser (2007)
Csebisev polinomokat és Haar-fliggvényeket alkalmazott. Doktori értekezésében Szegedi
(2015) a Fourier-transzformacié sorfejtéses diszkretizacion alapuld inverzids eljarasaban
ortogonalis Hermite-fiiggvényeket hasznalt. A kidolgozott inverziés eljarasok figyelemre
mélto stabilitast mutattak. Ezekbdl kiindulva valasztasom a Legendre-polinomokra, illetve
a Csebisev-polinomokra esett, amelyek ortogonalis, illetve sulyfiiggvényre ortogonalis

rendszert alkotnak.

3.1.1.1. Legendre-polinomok bevezetése a 1.5D inverzios eljarasba

A matematikéban és a miiszaki tudomanyokban gyakorta szerepet kap6 polinomok
definidlasa altalaban a Rodriguez-formulaval vagy pedig rekurzioés formulaval torténik. A

Legendre-polinomok rekurziés formuldja az alabbiak szerint adhat6 meg
P (X) =1

P,(x)= x

P, (X) =+ {2014, (0~ (1 -DP., (9]

ahol n>2 és —1<x<1. A fiiggvények ortogonalis rendszert alkotnak.

1

2
P(X)P (x)dx=——6__,
Iln()m() o O

1 han=m
ahol o, = . Szemléltetésiikre az els6 6t Legendre polinomot az A6. abran
0 han=m

mutatom be. Lathatd, hogy az ortogonalitasnak kdszonhetden az egymas utan kovetkezo
figgvények lényegesen eltérnek, igy elkeriilhetd az a probléma, amit a
hatvanyfiiggvényeknél a [0,1] intervallumon a magasabb kitevOk esetén a fiiggvények

hasonlosagarol emlitettiink.
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AG6. abra: Legendre-polinomok (Forras: Wikipedia)

Az x =1 pontban azonban a fliiggvények ,,0sszefutnak”. Ez arra figyelmeztet, hogy
ebben a pontban a kiilonbozd bazisfliggvények azonossaga miatt a sorfejtés egyértelmiisége
és ezzel az inverzio stabilitasa romolhat. Erre a nehézségre figyelniink kell. A felvett lateralis
modelliink mindkét sz€lén négy mérési pontban allandod vastagsagot tételeztiink fel. A
Legendre-polinomokkal torténd leiras emiatt csupan a £0.78574 intervallumon értelmezett,
ahol numerikus stabilitasi probléma AG6. dbra tantisaga szerint nincs. Ezek elérebocsatasa
utan vizsgaljuk meg a délésirany szelvényeken mért adatok Legendre-polinomokkal
diszkretizalt 1.5D inverzidjanak eredményeit.

A hatvanyfliggvényeknél bemutatott vizsgélatainkkal valdo Osszehasonlitds végett
elsdként maximalisan M=5, 6, 7, 8, 9- ed rendii Legendre-polinomokkal tortént sorfejtéses
inverziot mutatjuk be az A3. tablazatban. (Az A2. tablazattal valo Gsszehasonlitas a kék

szinnel kiemelt sorok alapjan lehetséges.)
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M Variancia Korrelacios Dn fiiggvénytavolsag Adattavolsag
atlag (%) atlag (-) (%) (90)
5 6.732 0.396 10.331 2.108
6 6.732 0.354 10.331 2.108
7 3.837 0.320 6.185 1.222
8 3.837 0.298 6.185 1.222
9 2.057 0.282 5.324 0.631
11 1.175 0.252 3.476 0.339
13 1.438 0.228 2.118 0.379
15 1.579 0.214 2.130 0.378
17 1.760 0.257 2.106 0.382
19 3.037 0.406 2.452 0.445

A3. tablazat: A 1.5D inverzié eredményeit min6sit6 jellemz6k Legendre-polinomokkal
tortént diszkretizacio esetén

crer

paratlan maximalis foku kozelitések kozott. Emiatt a tiz folotti paros maximalis
fokszamokhoz tartozo eredményeket nem mutatjuk. Hatvanyfiiggvényeknél az M=10- hez
tartozd futtatds numerikus okok miatt megszakadt €s hasonld okbdl magasabb foku
kozelitést nem vizsgalhattunk. Lényeges eltérés mutatkozik azonban a Legendre-polinomok
fokszdmanak novelésével. Mint lathatd 19-ed foku kozelitésben még stabil eredményt
kapunk, noha a stabilitast jellemz6 paraméterek M=17 f616tt romlani kezdenek.

Az M=5 és M=7- hez tartozo Dn vastagsagtavolsag viszonylag nagy értéke arra utal,
hogy még kicsi a sorfejtési egyiitthatok szama, azaz a modellt (kiilondsen a széleken) nem
kozelitjik megfeleléen. Ez lathatd az A7. abran, amelyet az A5. abraval
(hatvanyfiiggvények) 0Osszehasonlitva megallapithatjuk a Legendre-polinomok jobb
alkalmazhatdosagat. Ezt tovabb erdsiti az A8. 4bra, ahol a hatvanysoros kozelitésben mar nem
targyalhato M=11,13,15,17,19 paraméterek mellett kapott vastagsag gorbéket mutatjuk be,
amelyek elfogadhat6 kozelitést igazolnak. Mindezek alapjan indokolt a hatvanyfiiggvények

helyett Legendre-polinomok alkalmazésa a 1.5D inverzids eljarasban.
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Relativ lateralis koordinatak
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AT7. 4bra: Az 1.5D inverzié eredménye Legendre-polinomokkal tortént diszkretizacidval

M=5, 7 és 9 hatvanykitevok esetén

A Legendre-polinomok alkalmazhatosagat a Fourier-soros diszkretizalassal vald

Osszehasonlitasban is vizsgalnunk kell. A fiiggvénytavolsagok Osszehasonlitasat az Ad4.

tablazatban mutatjuk be. Az egyes kozelitésekhez tartozo vastagsag gorbéket az A9. dbran

szemléltetjiik M=11 és M=17 paraméterek mellett.

M Dn fiiggvénytavolsag(%)
Fourier Legendre
11 3.781 3.476
13 3.805 2.118
15 3.835 2.130
17 3.868 2.106
19 3.848 2.452

A4 tdblazat: A Fourier soros illetve Legendre polinomokkal diszkretizalt 1.5D inverzidval

kapott fliggvénytavolsagok dsszehasonlitasa
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Relativ lateralis koordinatak
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A8. abra: A 1.5D inverzidé eredménye Legendre-polinomokkal tortént diszkretizacidval

M=11,13,15,17 és 19 hatvanykitevok esetén

Relativ lateralis koordinatak
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AQ9. abra: A Fourier-soros illetve Legendre polinomokkal diszkretizalt 1.5D inverzioval
kapott fliggvénytavolsagok dsszehasonlitisa M=11 és M=17 esetén

Mint lathat6, M=11-t6l a 1.5D inverzi6 elfogadhaté eredményt ad. Kiilon abraban emeljiik

ki a vastagsagfiiggvények M=17-hez Legendre-polinomokkal, illetve Fourier-sorral kapott

rekonstrukcidjat  (A10.

abra). A Hi(x) vastagsagfiiggvényt szemlatomast igen jo

pontossaggal visszakaptuk. A Hz(X) rétegvastagsag lateralis valtozasat az inverzios

szempontbol elfogadhatonak mondhatjuk. Az inverzié bemend adatait a felvett modellen
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Spitzer (1995) 3D programjaval szamitottuk, igy azokat a lehetéségekhez mérten igen
pontosnak tekinthetjiik. A vastagsag rekonstrukcio hibaja egyben a 1.5D kozelités hibajat
mutatja (a vastagsag-tavolsag: 2-4%). Miiszaki szempontbdl ez a pontossag teljes mértékben
elfogadhaté. Kiilonosen igy van ez akkor, ha figyelembe vessziik, hogy a geoelektromos
terités dolés iranyu, a teritési hossz mentén a vastagsag lényegesen valtozhat és a lokalis
vastagsagokat a terités kozepén aktudlis értékiikkel hataroztuk meg. Ezt a feltételezést az
A10. abran megfigyelhetd rekonstrukcidos pontossag visszaigazolja. Eredményiink tehat a
1.5D inverzios eljaras dolés iranyu teritésekben mért latszolagos fajlagos ellenallas adatok
feldolgozasara illetve értelmezésére vald alkalmazhatosagat bizonyitja. Ennek jelentdségét
kiemeli, hogy az inverzids eredményt néhanyszor 10 masodperc futasi id6é mellett kaptuk
meg. (Ezzel szemben, mint korabban emlitettiik a 2D inverzios eljaras nagysagrendekkel

nagyobb futasi id6t igényel.)

Relativ lateralis koordinatak
1 -08 -06 -04 -02 0O 02 04 06 08 1

I
O Jelmagyarazat
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H(x) (Legendre, M=17)
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A10. abra: A Fourier-soros, illetve Legendre polinomokkal diszkretizalt 1.5D inverzidval
kapott fliggvénytavolsagok osszehasonlitisa M=17 esetén

Vizsgaljuk meg a Legendre-polinomokkal torténd diszkretizalast a 1.5D inverzid
esetén a B modellen is. Terjedelmi okokbdl a kiilonb6z6 fokszamok esetén végzett stabilitas
vizsgalatot nem mutatjuk be. Az aszimmetrikus modellre vonatkozo6 vizsgdlataink szerint a

legjobb eredményt M=11 mellett kapjuk, amit a B3. abran szemléltetiink
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Relativ lateralis koordinatak
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B3. abra: A Fourier-sorral és Legendre-polinomokkal diszkretizalt 1.5D inverzidval kapott

fliggvénytavolsagok 6sszehasonlitdsa aszimmetrikus modellen M=11

3.1.1.2. Csebisev-polinomok bevezetése a 1.5D inverzios eljardsba

A Csebisev-polinomok rekurzios formulaja az alabbiak szerint irhat6 fel
To(x)=1
T,(x)=x
T (x)=2xT () -T,,(X) ,

- sulyfliggvényre nézve ortogonalis.

ahol n> 2. Ez a fliggvényrendszer az

1

T T
Iln(x) m(x)ﬂ

0

dx=4Z% han=m=0,
2
T

Az els6 6t Csebisev polinomot az All. abra szemlélteti. Amely szerint, az egymas utan

kovetkez6 fiiggvények 1ényegesen eltérnek egymastol. Igy a magasabb kitevok hasznalata
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esetén ebben az esetben is elkeriilhetd a hatvanyfiiggvényeknél emlitett, [0,1] intervallumon

jelentkezo fliggvényhasonldsagi probléma.

T I L} I T I T I T T I T ] T I T ] T T l T l T l T l T T I T I T I T I T
1.0 _ |2
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X

All. abra: Csebisev-polinomok (Forras: Wikipedia2)

Az x=+1 pontban valo talalkozasa a kiilonb6z6 bazisfiiggvényeknek az e pontokban
1év6 azonossagukra utal, amely azt jelzi, hogy ezeken a helyeken a sorfejtés egyértelmiisége
¢és ezzel az inverzid stabilitasa kérdéses lehet, amelyre az eljaras soran figyelemmel kell
lenni. A vizsgalatainkban a felvett lateralis modelliink mindkét szélén négy mérési pontban
allando vastagsagot tételeztiink fel, igy a modell Csebisev-polinomokkal t6rténd leirasa csak
a +/- 0.78574 intervallumon értelmezett. Ennek kdszonhetden ebben az esetben numerikus
stabilitasi problémaval nem kell szamolnunk. Mindezek figyelembevételével vizsgaljuk meg
a dolésiranyn szelvényeken mért adatok Csebisev-polinomokkal diszkretizalt 1.5D
inverzidjanak eredményeit.

Els6ként a maximalisan M=5, 6, 7, 8, 9- ed rendii Csebisev-polinomokkal végzett
sorfejtéses inverziot mutatjuk be az AS. tablazatban a hatvanyfliggvényekkel torténd
Osszehasonlitas céljabol. (Az dsszehasonlitast az A2. tablazattal a kék szinnel kiemelt sorok

alapjan tehetjiik meg.)
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A paros és paratlan maximalis foku kozelitések kozotti egyezés a modell
eredményeket nem szemléltetem. A polinomok fokszamanak novelésével azonban 1ényeges
eltérést tapasztalunk a hatvanyfiiggvények ¢és a Csebisev-polinomok kozott. Mig a
hatvanyfiiggvények esetén az M=10- hez tartozo futtatds — mint azt korabban emlitettem -
numerikus okok miatt megszakadt és magasabb foku kozelités vizsgalatdra mar nem volt
lehet6ség, addig a Csebisev-polinomok alkalmazasa esetében az M=19-ed foku kozelitésben
még stabil eredményt kaptunk. A Csebisev polinomokkal végzett vizsgalatban a stabilitast
jellemzo6 paraméterek csak M=17 £616tt kezdtek el romlani.

M Variancia Korrelacios Dn fiiggvénytavolsag Adattavolsag
atlag (%) atlag (-) (%) (%)
5 7.285 0.382 10.301 2.109
6 7.285 0.344 10.301 2.109
7 4.175 0.314 6.185 1.223
8 4.175 0.289 6.185 1.223
9 4.574 0.269 6.666 1.334
11 3.919 0.242 4.768 1.079
13 4.408 0.228 4.281 1.122
15 4.653 0.241 4.226 1.066
17 5.434 0.331 4.275 1.088
19 9.832 0.463 4.230 1.096

A5, tablazat: A 1.5D inverzié eredményeit mindsitd jellemzok
Csebisev-polinomokkal tortént diszkretizacio esetén

A Dn vastagsagtavolsag viszonylag nagy értéke M=5, 7, 9 esetekben arra utal, hogy
a modellkozelités, mely az A12. abran lathato, még nem megfelel6 fokszammal torténik, a
sorfejtési egylitthatok szdma még kicsi. A hatvanyfiiggvényeket bemutaté AS. dbraval
Osszehasonlitva megallapithatjuk, hogy a Csebisev-polinomok jobban alkalmazhatoak az
inverzios eljarasban, melyet az Al3. dbra M=11,13,15,17,19 paraméterek mellett kapott
vastagsag gorbéi is alatamasztanak. Mindezek alapjan javasolhaté a Csebisev-polinomok

alkalmazasa az 1.5D inverzids eljarasban a hatvanyfiiggvények helyett.
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Relativ lateralis koordinatak
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Al2. dbra: A 1.5D inverzi6 eredménye Csebisev-polinomokkal tortént diszkretizacidval
M=5,7 és 9 hatvanykitevok esetén

Megvizsgaltuk a Csebisev polinomok hasznalhatosagat a Fourier-soros és a
Legendre-polinomokkal tortént diszkretizalassal valo Gsszehasonlitasban is. Az A6. tablazat

a fliggvénytavolsagok Osszehasonlitasat mutatja be. Az Al4. abra az egyes kozelitésekhez

tartozo vastagsag gorbéket szemlélteti M=11 és M=17 paraméterek alkalmazasa esetén.

M Dn fiiggvénytavolsag(%)

Fourier Legendre Csebisev
11 3.781 3.476 4.768
13 3.805 2.118 4.281
15 3.835 2.130 4.226
17 3.868 2.106 4.275
19 3.848 2.452 4.230

AG. tablazat: A Fourier soros, a Legendre és a Csebisev polinomokkal diszkretizalt 1.5D
inverzioval kapott fliggvénytavolsagok dsszehasonlitasa

Az A6. tablazat alapjan megallapithato, hogy mindharom bazisfiiggvény-rendszer
alkalmas a dolésiranyu szelvényeken mért adatok 1.5D inverziojadban a vastagsag
figgvények diszkretizalasara. A Legendre-, és Csebisev-polinomok alkalmazasaval a
hatvanyfiiggvényekkel felépitett inverzids eljarasnal stabilabb eljaras definidlhatd. A

Fourier-soros, illetve a Legendre- vagy Csebisev-polinomokkal toértént diszkretizalas kozel
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azonos inverzidos eredményre vezet. Megemlitendd6 azonban, hogy a harom
fiiggvényrendszer koziil — vizsgalt példankban - a Csebisev-polinomok adtak a leggyengébb

eredményt.
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Al3. abra: A 1.5D inverzi6 eredménye Csebisev-polinomokkal tortént diszkretizacioval
M=11,13,15,17 és 19 hatvanykitevok esetén
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Al4. abra: A Fourier-soros, a Legendre-, illetve Csebisev-polinomokkal diszkretizalt 1.5D
inverzioval kapott fliggvénytavolsagok dsszehasonlitisa M=11 és M=17 esetén
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Vizsgaljuk meg a Csebisev-polinomokkal torténd diszkretizalast a 1.5D inverzid
esetén a B modellen is. A kiilonb6zo fokszamok esetén végzett stabilitds vizsgalatot
terjedelmi okokbdl itt sem mutatjuk be. Szamitasaink alapjan a legjobb vastagsagfiiggvény
illeszkedést az M=11 esetben kapjuk. A Fourier-sorral, ill. Csebisev-polinomokkal tortént
diszkretizacioval 1.5D maddszerrel kapott inverzids eredményeket a B4. abran hasonlithatjuk

Ossze. A vastagsagfiiggvények illeszkedését jellemzé Dn mennyiséget az alabbi tablazat

mutatja.
M Dn fiiggvénytavolsag (%0)
Fourier Legendre
11 3.319 4.035
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B4. abra: Fourier-sorral és Csebisev-polinomokkal diszkretizalt 1.5D inverzioval kapott
fliggvénytavolsdgok Osszehasonlitdsa aszimmetrikus modellen M=11

A B modell esetében is elvégeztiik a Fourier-soros, a Legendre- és a Csebisev-
polinomos diszkretizalassal kapott eredmények 0sszehasonlitasat, melyet a B5. abra mutat
be.

Ebben a fejezetben javaslatot tettem a hatvanyfiiggvények Legendre-polinomokkal,
illetve Csebisev-polinomokkal valé kivaltasara. Megmutattam, hogy az ortogonalis illetve
sulyfliggvényre ortogonalis polinomok alkalmazasaval a Fourier soros diszkretizalasra

alapozott 1.5D moddszerrel 1ényegében egyenértekii inverzids eljarast definialhatunk.
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Vizsgalataim azt mutatjak, hogy a Legendre-, illetve Csebisev-polinomokkal torténd
diszkretizalas a ddlésiranyl szelvényeken mért adatok 1.5D inverziojaban eredményesen

alkalmazhato6 (1. tézis).
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B5. abra: A Fourier-soros, a Legendre-, illetve Csebisev-polinomokkal diszkretizalt 1.5D

inverzioval kapott fliggvénytavolsagok dsszehasonlitasa a B modell esetén

3.2. Az altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztése
dolésiranyu szelvényadatok esetén

Doktori értekezésében Kis a 1.5D kozelitdé inverzios eljaras egy lehetséges
tovabbfejlesztését javasolta 2D foldtani szerkezetek {616t csapas irdnyban mért latszolagos
fajlagos ellenallas adatok feldolgozasara. Javaslata a 1.5D modszernek egyik lényeges
sajatsagdhoz csatlakozott, miszerint az 1D el6remodellezést a szelvénykozép alatt
vertikalisan értelmezett vastagsagokkal végezziik. Kis (1998) igazolta, hogy az
eléremodellezést a vastagsagfiiggvények integralkozepével definialt 1D modellen
végrehajtva pontosabb kozelitést kaphatunk. Fizikailag ez a javaslat a csapds iranyban
teritett geoelektromos szelvény dolés iranyu érzékenységét vette figyelembe.

Mint korabban kifejtettiik, a multielektrodas mérési rendszereket gyakran teritik
délés iranyban. Ennek megfeleléen az 1D eléremodellezés tekintetében uj helyzet all eld, az

adott (példaul 100m) hosszsagu terités alatt a modell 1ényeges valtozast is mutathat. Ez a
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korlilmény indokolttd teszi az 1.5D alapgondolat alkalmazhatosagénak vizsgalatat. A
szelvénykozép alatti lokalis vastagsag helyett egy megfelel intervallumon integralkozéppel
szamitott vastagsadggal végzett 1D eléremodellezés ebben a mérési elrendezésben még
inkabb indokoltnak tinik. Az erre épitett lokalisan 1D inverzids eljaras hasznalhatosagat az
alkalmazas sikere donti el.

A dolés iranyu terités mentén mért latszolagos fajlagos ellenallasok feldolgozasara
szolgalo altalanositott sorfejtéses eljaras algoritmusat Kis (1998) modszerének alkalmas
atfogalmazasaval, az alkalmazott bazisfiiggvények vonatkozasaban pedig annak
tovabbfejlesztésével adjuk meg. Tovabbra is feltételezziik az egyszeriiség kedvéért, hogy a
2D modell csupan a vastagsdgokban mutat lateralis valtozast, az anyagi paraméterek
konstansok. (Az algoritmus megfelel altaldnositdsa anyagi jellemzdiben is lateralisan
valtozo foldtani modellre konnyen elvégezhetd. Az egyszerlsitést programozas-technikai
okok indokoljak).

Az éltalanositott sorfejtéses eljaras (azonos értelmii elnevezésként a tovabbiakban
az integralk6zép modszer megjeldlést is hasznaljuk) keretében a vastagsag fliggvényeket

tovabbra is valamely bazisfiiggvény-rendszer szerinti sorfejtéssel kozelitjiik
M
h(x) =B @ (x). (26)
i-1

Itt a B; sorfejtési egyiitthatok ismeretlenek. Kis (1998) bazisfiiggvényekként intervallumon

konstans fiiggvényeket, ill. Csebisev-polinomokat vezetett be az altalanositott sorfejtéses
eljarasba. Az el6zoek alapjan indokolt a Legendre-polinomok; ill. a Fourier-sorban szerepld

szinusz/koszinusz fliggvények bevezetése is. Az 1D eldremodellezéshez a vastagsadgokat az

Xj pont, mint szelvénykozép koriil lateralis irdnyban definialt (X; — A, X; + A ) intervallumon
integralk6zépként értelmezziik

Xj+4

Ih(x’)dx', (27)

;-4

h; =ﬁ(xj)=i

ahol j a szelvények sorszaman fut végig. Ha a h(X) (26) kifejezését behelyettesitjiik a (27)

egyenletbe az aldbbi Osszefliggést kapjuk

) 1 xj+AM 1 M Xj+A4 M 1 Xj+A4
h . =— B & (X)dx'=—> B |@(xX)dx'=) B.— |@®.(X)dX". 28
J ZAX[A; i |(X) X 2Ai:1 |XJ:A|(X) X ; IZAXJ:AI(X) X ( )
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Legyen

X;i+A4

s =L quz (x)dx’, (29)

ekkor az integralkozéppel definialt vastagsag az alabbi alakban irhato fel
A M
h, = ;Bisji . (30)

Mint lathatd6 A — 0 hataratmenetben az integralszamitas kozépérték tételét felhasznalva
- - 1 r r r 14 r : r
lim S; ~lim(—@, (X j )ZA) =@, (X j ), azaz hataresetként az A4ltalanositott sorfejtéses
24

eljaras a 1.5D modszert adja vissza. Az elnevezés oka az, hogy a (30) egyenletben a
bazisfiiggvények helyett azok integralkdzepe szerepel. Ett6l kezdve az inverzios eljaras
felépitése hasonld a 1.5D modszer szerkezetéhez: a (30) egyenlettel adott vastagsagokat 1D
eléremodellezésben alkalmazzuk és a Jacobi-matrix elemeit az 1D direkt feladat ismert

formuléi alapjan szdmitjuk

3 SR a =~ 1 1 N N
d* =g(m,,...m, )= g(B! ),...,Bﬁﬂl),...,Bf ),...,B&N)).
Linearizalas utan a

Tgag:ET&j

I®

normalegyenlet rendszert kapjuk, amellyel Menke (1984) szerint

Cov(B)=MCOv(dm'.

Numerikus vizsgalatainkban tovabbra is lateralisan valtozatlannak tekintjiik a fajlagos
ellenallasokat, igy azok variancidit (a mérési adatok variancidinak fliggvényeként) ez az
egyenlet eldallitja (a fajlagos ellenallasokhoz formalisan egy-egy sorfejtési egylitthatot
rendelhetiink). Az 1D elére modellezésbe vitt h ; vastagsagparaméterek kovariancia matrixat
a sorfejtési egyiitthatok kovariancia matrixabol tovabbra is a hibaterjedés figyelembe
vételével szamithatjuk. Az i-ik réteg integralk6zéppel definialt vastagsaga az X helyen a
X;+4

! I(Dn(x' )dx’

én(X):z

jeloléssel
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B &G
hy(x) =D B"®,(x). (31)
n=1
Ennek varhat6 értékét a becslés soran jelolje h zgﬁ ‘& ,(x), ahol a feliilvonas az

atlagolasra utal. Az atlagtol valo eltérés

j>|

& L) 5l s
()= 2_(B1” =B ), (X)

n=1

&, ()= F ()~

vagy masként

()= Y B0, (1),

n=1

ahol B() =B!" - By . A j-ik vastagsagra hasonlban d1 Z&B“)CD (x), igy a

m=1

vastagsag kovariancia matrix a

Q9

éﬁi (X)daj (X) = Z

n= m=1

@, (x)BL B D, (x)

atlagolasaval kaphato. Egyszeribb formuldt kaphatunk (egyiitthatdé matrixok helyett
egyiitthato vektor) az indexek (23)-hoz hasonl¢ atirasaval

i—1 j-1

l=n+>Q,, n=1..Q, h=m+>Q,, m=1..Q;,

amivel a vastagsag kovariancia matrix elemei a sorfejtési egyiitthatok kovarianciaibol az x

helyen a
” Qi Qj n . ”
Cov (| =Y 36,0010V (B)f b, (x) (32)
-V n=1 m=1 -
képlet szerint szamithatok, vagy részletesebben
R Q Q 1 Xj+A4 X;j +4
@OV(h(x))}ij =y Z—A j@ (X X’ OV(B)} = j@ (X )X’

n=l m=1
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A h; vastagsagparaméter becslési pontossagat ado variancia
var(h, )= {cov (h(x))| ,
—j

a korrelacios matrix tovabbra is

cov,
CORR; = )

[cov, cov,

szerint allithato6 eld.

A (32) egyenlettel az 1D inverzidba vitt rétegvastagsagok becslési hibajat és
korrelaltsagat hatarozhatjuk meg. Numerikus vizsgalatainkban felvett modelliink
vastagsagfliiggvényeinek becslési pontossagat elemeztilk. Ekkor az inverz feladatot a
sorfejtési egyiitthatokra megoldva a vastagsagfiiggvényeket az eredeti sorfejtéses

M
diszkretizacio h(x)= Z B, @, (X) formuldjat alkalmazva szamitjuk. Ezt figyelembe véve a
i=1

vastagsagfiiggvény kovariancia matrixat ismét a (32) szerinti

Qi Qi

cov(h)f =3 >, (0fov(B) @,(x)

n=l m=1

formula adja, ami a (32) kifejezésb6l a A — 0 hataratmenetben is eléallithato.

Az Altalanositott sorfejtéses eljaras sémajat az A15. dbra mutatja:

Startmodell fizikai A priori

Terepi adatok paraméterei informaciok
A verstags3 v l

1D eldre- "_fﬂ;‘:;‘:" A startmodell
- I+ — m - (i
modellezés

kzepének koefficienseinek
szamitésa szdmitdsa
h J

A szamitott és a mért -
adatok kiildnbsége Nem | | Koefficiensek
minimalis? korrekcidja

!
[ieen | 5707 |

A 2D modell fizikai
paramétereinek
szdmitdsa

Al5. dbra: Az éltalanositott sorfejtéses inverzié modszerének blokkdiagramja
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Az altalanositott sorfejtéses eljarast Kis (1998) csapas iranyu teritésekre vezette be
intervallumon konstans, illetve Csebisev-polinomok szerinti diszkretizacioval. Most
kovetkezo vizsgalatainkban a 1.5D inverzioval foglalkozé 3.1 fejezetben leirt dolés iranya
mérési elrendezéssel az A2., ill. B1. abran felvett modellen véges differencias eljarassal
szamitott (Spitzer 1995) adatrendszerrel teszteljiik. Az Gj eljarashoz kifejlesztett szoftverben
a Csebisev-polinomokon kiviil, Legendre-polinomokat, illetve Fourier sort is valaszthatunk

a foldtani szerkezet jellemzdinek diszkretizalasara.

3.2.1. Az altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztése Fourier soros
diszkretizalassal

A 1.5D modszernél kovetett tdrgyaldsmodhoz hasonléan vizsgalatainkat Fourier
soros diszkretizalassal felallitott altalanos sorfejtéses eljarassal kezdjiik. Terjedelmi okok
miatt az alacsonyabb rendil kozelitéseket nem mutatjuk be, ehelyett a lehetd legpontosabb,
M=17-hez tartoz6 vizsgalati eredményt kozoljik. Vizsgalatainkban elséként azzal a
feltételezéssel €liink, hogy az algoritmus megfogalmazisaban bevezetett delta tavolsag
mindkét rétegvastagsag esetén azonos. Kiilonb6zo futtatdsainkban a delta paramétert 0.1-t6l
indulva csokkentettiik és figyeltiik az inverzios eredményt jellemz6 Dy fliggvénytavolsagot.
E vizsgalatunk néhany 1épését az A7. tdblazatban szemléltetjiik. Mint lathaté a legkisebb
figgvénytavolsagot A=0.07 mellett kaptunk: Dh=1.911. Varhat6 azonban, hogy a kiilonbdzd
mélységekben elhelyezkedd réteghataroknak a geoelektromos mérések oldal irdnyu
érzékenysége és ezzel a delta paraméter nem azonos, ezért ,.trial and error” modszerrel
optimumot kerestiink a kiilonb6zé A1, Az értékekre (tovabbra is M=17 esetén). Az elsé
réteghatarra az optimalis érték 0.01-nek adddott, a Az-re vonatkoz6 optimum keresése soran

néhany kozbensd eredményt az A8. tablazat mutatja be.

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0) Adattavolsag (%)
0.1 0.1 2.067 0.153
0.08 0.08 1.922 0.151
0.07 0.07 1.911 0.151
0.06 0.06 1.913 0.151
0.04 0.04 1.935 0.151

AT. tablazat: Az optimalis integracios intervallum keresése A1= Az feltételezéssel Fourier
soros diszkretizacid esetén (M=17)

41



DOI: 10.14750/ME.2016.031

Mint lathato az optimum a A2 =0.06- nal jelentkezik. +/-1-re normalt abrank mogott a valodi

mérési rendszer +/-210 m tartomanyon huzodik. A A1, A2 paraméterek 0.01, illetve 0.06 —

nal kapott optimuma a méretaranyt figyelembe véve 2.1 méter, illetve 11.5 méter.

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0) Adattavolsag (%0)
0.01 0.15 4.077 0.149
0.01 0.06 1.888 0.153
0.01 0.05 1.912 0.153
0.01 0.04 1.932 0.153
0.01 0.01 1.961 0.152

AB8. tdblazat: Az optimalis integracids intervallum keresése eltérd A; és A feltételezéssel
Fourier soros diszkretizaci6 esetén (M=17)

Az A16. abran M=17 Fourier soros diszkretizacional optimalis deltakkal (kék gorbe) kapott

eredményt a 1.5D inverzidnal talalt vastagsag fliggvényekkel (z6ld gorbe) hasonlitjuk dssze.

Szemlatomast jobb eredményt szolgaltat az integralk6zép modszer, amit a vastagsag tavolsa-

gokkal is alatamasztunk (A9. tablazat).

-1

Relativ lateralis koordinatak

-0.8 -0.6

-0.4

-02 O 0.2

04 O.

6 08 1
L 1+ 1

H(x)

[EEN

H(x)
H(x)

Jelmagyarazat
egzakt

(Fourier, M=17,1.5D)
(Fourier, M=17, A;=0.01, A,=0.055)

N

w

Vastagsag (m)

SN
|

Al6. abra: A 1.5D és az integralkdzép inverzio eredménye Fourier soros

diszkretizacio esetén
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M=17 Dn fiiggvénytavolsag (%) Adattavolsag (%0)
1.5D 3.868 0.996
int.kozép 1.888 0.153

AQ. tablazat: A 1.5D és az integralkdzép inverzio eredményeit mindsitd jellemzok
Fourier soros diszkretizacio esetén

Az el6z6 vizsgélatainkat a B1l. abran lathatd aszimmetrikus modell esetében is
elvégeztiik. Terjedelmi okok miatt az azonos delta paraméterrel kapott eredményeket nem

kozoljiik. A A2 paraméter valtoztatasaval (tovabbra is M=23 mellett) kapott inverzids

eredményt a B2. tdblazat foglalja ossze.

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.01 0.06 2.852
0.01 0.05 2.892
0.01 0.04 2.841
0.01 0.03 2.851
0.01 0.02 2.881
0.01 0.01 3.201

B2. tdblazat: Az optimadlis integracios intervallum keresése eltérd A1 és Az feltételezéssel
Fourier soros diszkretizacio esetén (B modell, M=17)

Az elsd réteghatarra vonatkoz6 Ai optimalis értéke 0.01-nek adodott, mig a masodik
réteghatarra vonatkozd optimum A =0.04-nél jelentkezett. (Ezen optimalis A1, Ao

paraméterek valodi értéke a méretaranyt figyelembe véve 2.1 méter, illetve 8.4 méter.)

3.2.2. Az dltalanositott sorfejtéses eljdaras tovabbfejlesztése Legendre -
polinomos diszkretizdlassal

Az altalanositott sorfejtéses eljaras programrendszerébe a Legendre-polinomos
diszkretizaciot is Dbeépitettiik. Az ezzel folytatott vizsgalatainkat végezve az
optimumkeresésben eldszor feltételeztiik, hogy az alkalmazott delta tavolsag mindkét
rétegvastagsag esetén azonos. Ebben az esetben a kozos delta paramétert ismét 0.1-t6]
indulva csokkentettiik. A legkisebb fliggvénytavolsagot A1=A2=0.07 mellett kaptuk.

Megengedve a A1 és Az eltérését, az optimumkeresés utolso fazisat mar optimalis €s rogzitett
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0.01 mellett az Al10. tablazat mutatja. Mint lathatd6 az optimum Legendre polinomos
diszkretizalassal A1=0.01 és A>=0.055 mellett Dn=1.898.

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%) | Adattavolsag (%0)
0.01 0.15 3.040 0.140
0.01 0.06 1.907 0.152
0.01 0.055 1.898 0.152
0.01 0.05 1.907 0.152
0.01 0.04 1.917 0.151
0.01 0.01 1.931 0.151

Al0. tdblazat: Az optimalis integracios intervallum keresése eltérd A1 és A2 feltételezéssel
Legendre-polinomos diszkretizacio esetén (M=17)

A kapott vastagsagfiiggvények szinte teljesen megegyeznek az azonos modszernél Fourier

soros diszkretizacioval kapott gorbékkel. Ezt szemléltethetjiik tigy, hogy az Al6. &brat

kiegészitjik az 1) gorbékkel. Az eredményt az A1l7. abran lathatjuk: az uj (lila)

vastagsaggorbe szinte teljesen elfedi a Fourier soros diszkretizacidval kapott (kék) gorbét.

Relativ lateralis koordinatak

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 0.8 1
I T I T
O Jelmagyarazat
H(x) egzakt
H(x) (Fourier, M=17, 1.5D)
l H(x) (Fourier, M=17, A,=0.01, A,=0.055)
H(x) (Legendre, M=17, A;=0.01,A,=0.055)
g ZERN
w2 — T
] —
7]
=1V
S 3
7]
<
> A = L
5

Al7. abra: A 1.5D és az altalanositott sorfejtéses inverzid eredménye Fourier-soros és
Legendre-polinomos diszkretizacio esetén

A Legendre-polinomos diszkretizaciot a B modell esetében is elvégeztiik. Az azonos

delta paraméterrel torténd vizsgalat eredményeit terjedelmi okok miatt nem mutatjuk be. A
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Hrial and error” modszerrel végrehajtott optimalis delta meghatarozasanak inverzids
eredményei a B3. tablazatban lathatoak. Mint lathatjuk A1 = 0.01 és A2 = 0.03 értékeknél

jutottunk a vastagsagfiiggvény legjobb illeszkedéséhez.

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.01 0.05 4.253
0.01 0.04 4.026
0.01 0.03 3.971
0.01 0.02 4.032
0.01 0.01 4.032

B3. tablazat: Az optimalis integracios intervallum keresése eltérd A és Az feltételezéssel
Legendre polinomos diszkretizacio6 esetén (M=23, B modell)

3.2.3. Az dltaldnositott sorfejtéses eljards tovabbfejlesztése Csebisev-
polinomos diszkretizaldssal

Az intervallum inverzids eljaras programrendszerébe beépitettik a Csebisev-
polinomos diszkretizaciot is. Az ezzel folytatott vizsgélatainkban a delta tavolsagokat
elészor mindkét rétegvastagsag esetében azonosnak valasztottuk. Ebben az esetben a
legkisebb fliggvénytavolsagot A=0.06 mellett kaptuk az All. tablazat tantisdga szerint.
Eltérd A1 és Az-re vonatkozd optimumkeresés utolsd fazisat mar rogzitett 0.01 mellett, az
Al2. tablazat mutatja. Mint lathaté az optimumot A1=0.01 és A>= 0.0575 mellett 1.850
figgvénytavolsagnal kaptuk. A vastagsagfiiggvények az A18. dbra tantisaga szerint teljesen
egybe esnek az altalanositott sorfejtéses eljaras Fourier-sorral, illetve Legendre-

polinomokkal diszkretizalt valtozataiban kapott gorbékkel.

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%) | Adattavolsag (%0)
0.1 0.1 2.990 0.143
0.08 0.08 8.625 0.181
0.07 0.07 3.333 0.151
0.06 0.06 1.888 0.151
0.05 0.05 1.891 0.151
0.04 0.04 1.907 0.151

All. tdblazat: Az optimalis integracios intervallum keresése A1=A: feltételezéssel
Csebisev polinomos diszkretizacio esetén (M=17)
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Relativ lateralis koordinatak
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A18. abra: A Fourier-soros, Legendre- és Csebisev-polinomokkal diszkretizalt sorfejtéses
inverzioval kapott vastagsagfiiggvények M=17 esetén

A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.01 0.07 3.390
0.01 0.06 1.905
0.01 0.057 1.850
0.01 0.055 1.896

Al2. tdblazat: Az optimalis integracios intervallum keresése eltérd A1 €s A2 feltételezéssel
Csebisev polinomos diszkretizacio esetén (M=17)

A Csebisev-polinomokkal torténd diszkretizacido alkalmazasaval a B modellen is
elvégeztiik a vizsgalatainkat, melyek koziil terjedelmi okbol csak az eltérd delta értékek
mellett kapott eredményt kozoljiik. Mint lathat6 a B4. tdblazatban az optimalis delta értékek
a A1=0.01 és A2 = 0.03 esetén adodtak. A B6. abra mutatja be a Fourier-sorral, valamint
Legendre-, illetve Csebisev-polinomokkal végrehajtott intervallum inverzié eredményeit az
aszimmetrikus modell esetén. A B6. abra vastagsag goOrbéi alapjan lathatd, hogy
aszimmetrikus modell esetén a gyorsan valtozo réteghataron a Fourier diszkretizacio mutat

jobb kozelitést.
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A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.01 0.05 4.385
0.01 0.04 4.088
0.01 0.03 3.907
0.01 0.02 3.978
0.01 0.01 4.025

B4. tablazat: Az optimalis integracios intervallum keresése eltérd A és Az feltételezéssel
Csebisev-polinomos diszkretizacié esetén (M=23, B modell)

Relativ lateralis koordinatak
-1 08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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> Jelmagyarazat
H(x) egzakt
4 H(x) (Fourier)
/ H(x) (Fourier, deltal=0.01, delta2=0.04)
— H(x) (Legendre, deltal=0.01, delta2=0.03)
. /4%/ H(x) (Csebisev, deltal=0.01, delta2=0.03)

B6. abra: A Fourier-soros, Legendre-, és Csebisev-polinomokkal diszkretizalt intervallum
inverzioval kapott fliiggvénytavolsagok dsszehasonlitasa

Ebben a fejezetben az Altalanositott sorfejtéses eljaras tovabbfejlesztésének
eredményeit mutattam be d6lésiranyt szelvényeken mért adatokon. Bemutattam, hogy az
eljaras a 1.5D inverzional kis mértékben jobb paraméterbecslést eredményez. Az integracios
intervallum vizsgélata soran megallapitottam, hogy a kiilonb6zé mélységli réteghatarok
esetén mas-mas integracids intervallum valasztasa sziikséges. A diszkretizaciot Fourier-
sorral, valamint Legendre-, illetve Csebisev-polinomokkal valdsitottam meg. Vizsgalataim
azt mutatjak, hogy a harom (ortogonalis) bazisfiiggvény rendszer egyarant alkalmas az
integralk6z€p modszer esetében a diszkretizalasra, egymdshoz igen kozeli inverzios
eredményt szolgaltatnak az alabbi, A modellre vonatkozo Gsszefoglald tablazat tantisaga

szerint.
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Diszkretizalas modja A1 A2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
Fourier 0.01 | 0.060 1.888
Legendre 0.01 | 0.055 1.898
Csebisev 0.01 | 0.057 1.850

Az integracios intervallumok atlaga A1 = 0.01, A2 = 0.057, ami a valddi tavolsag
skalan 2.1 m, ill. 12 m. Ezeket az AB/2=50 m teritési hosszal 0sszehasonlitva 4% ill. 24%
adodik. Az altalanositott sorfejtéses eljaras Fourier-sorral, Legendre-, illetve Csebisev-
polinomokkal diszkretizalva a délésiranyu szelvényeken mért adatok 1.5D inverzidjaval

azonos értékli paraméterbecslést szolgaltat.

Az inverzids eredmény mindsitésére a hibaterjedés térvénye alapjan levezettem az
integralkdzép moddszer keretében a lokalisan 1D eléremodellezésbe bevitt vastagsagok

kovariancia és korrelacios matrixat (2. tézis).

3.3. Silyozott integralkozepes modszer alkalmazasa délés iranyu
terités esetén

Az elézéekben lattuk, hogy a 1.5D inverzios eljaras lokalisan 1D kozelitést jelent
olyan vastagsagadatokkal, amelyeket a mérési vonal kozepén, egy vertikalis metszet mentén
kapunk a vastagsag fliggvényekbdl. Az integralkdzép modszer fejlesztését az a torekvés
motivalta, hogy a geoelektromos mérés oldal iranyt érzékenységét is figyelembe vegyiik.
Vizsgalataink megmutattak, hogy az utébbi moddszer (2A) integracios tartomanyanak
valtoztatasaval a vastagsagfiiggvény rekonstrukcioja optimalizalhat6 gy, hogy a kiilonb6z6
réteghatarokhoz eltérd integracids intervallumok tartozzanak. Az optimumhoz tartozo
vastagsagfiiggvény rekonstrukcios tavolsaga (Dn) az A9. tablazat tantisaga szerint az 1.5D
inverzidhoz képest az integralkozép modszer jobbnak bizonyult. Ez azt jelzi, hogy az oldal
iranyu érzékenység figyelembevétele a lokélisan 1D kozelités paramétereinek eldallitdsaban
indokolt volt.

Ugyancsak indokoltnak tinik annak figyelembevétele, hogy az integralkdzép
szamitasaban a kozépponttdl tavolodva az oldal iranyt érzékenység csokken. Ez indokolja,
hogy az integralk6zép helyett, sulyozott integralkézepet szamitsunk egy olyan W(u)
stlyfiiggvénnyel, amely a kozéptl (U=0) mért tavolsaggal csokkend értékeket ad. Ez a
gondolat a Geofizikai Tanszék inverzids kutatasai soran mar korabban felmeriilt. Torok és

Kis (2001) csapasiranyu terités feltételezésével kozolt numerikus eredményeket a lokalisan
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ID eléremodellezés vastagsagparamétereinek sulyozott integralkdzéppel tortént
eléallitasaval kapcsolatban. Az eljards részletesebb kifejtése azonban késdbbiekben sem
tortént meg. Az 1D és az integralk6zép modszereknél a fentiek szerinti (a multielektrodas
mérési elrendezések megjelenése kapcsan indokolt) vizsgalatat, ill. tovabbfejlesztését a

sulyozott integralkdzép modszer vonatkozasaban a kdvetkezdkben végezziik el.

A lokélisan 1D eléremodellezés szamara a vastagsdgparamétereket a stlyozott

integralk6zép modszer esetében az alabbi integrallal allitjuk el

A= ﬁ(xj):%ijfw(x'—xj)h(x')dx' , (33)
J'W(u)du Xi=4

ahol j=1..N, (N a rétegek szama). A vastagsagfiiggvényeket tovabbra is sorfejtéssel
diszkretizaljuk

h(x') = isi *®@,(x), (34)

mikdzben h; a j-edik mérési pontban a vastagsag, X;j a j-edik mérési pont lateralis
koordinataja, 4 a valasztott intervallum hossza, @, az i-edik bazis fiiggvény, Bi az i-edik

réteg vastagsag koefficiense, W(u) az alkalmazott suly. Ha (34) -et visszahelyettesitjiik a
(33) egyenletbe, akkor az alabbi eredményre jutunk

hy =hx; )= L W(X’—xj)z B, @;(x )dx’ =
IW(u)du x;-A i1
S (35)
M i
et wlex oyl o - e,
i=1 J.W(U)du xj-4 i=1
-A
Legyen
DW = TW(U)dU : (36)
-A

xj+A

ekkor S = —— '[ w (X' = X; )ﬁi (x')dx’, amivel az 1D eléremodellezésbe behelyettesitendd
DW 7,

vastagsagok
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h, :isisji. (37)

(Az elézbekben vizsgalt integralk6zép modszer specialis esetként a fentiekb6l W(u) =1

xj+A

hataresetben visszakaphato. Ekkor DW=2A ¢és ezzel ﬁj —h | = i Jh(x‘ )ax” )
X;—A4

A (33) egyenlettel adott vastagsagokat a lokalisan 1D eléremodellezésben
alkalmazzuk és a Jacobi-matrix elemeit az 1D direkt feladat ismert formulai alapjan

szamitjuk a direkt feladat
d* =g(m,,...M,)=g(B",...BY,..B{",....B{"))

formulainak segitségével. Linearizalas utan a

Tgag:gT&j

I®

normalegyenlet rendszert kapjuk, amellyel ismét eldallithatjuk a sorfejtési egyiitthatok

becslésének kovariancia matrixat (Menke 1984)
cov (B)=Mcov(dM".

Numerikus vizsgalatainkban tovdbbra is lateralisan valtozatlannak tekintjiilk a fajlagos
ellendllasokat, igy azok variancidit (a mérési adatok variancidinak fiiggvényeként) ez az

egyenlet eldallitja (ugy vehetjiik, hogy a rétegszamnak megfeleld tovabbi egyiitthatonk van).
Az 1D el6re modellezésbe vitt h ; paraméterek kovariancia matrixat a sorfejtési egytitthatok

kovariancia matrixabol tovabbra is a hibaterjedés figyelembe vételével szamithatjuk. Az i-

ik réteg vastagsaga az X helyen (35) szerint

()= 2B x,), 39)

n=1
ahol

Xj

CT)i(xj): m; J.W(X, - Xj)q)i(xj
_[W(u)du XA

+A

)dx’ :

A kozelité 1D eléremodellezésbe bevitt vastagsagok (38) kifejezése formailag megegyezik

(33)-ban az integralkdzép modszerre adottakkal. A kovariancia matrix levezetését ezért nem
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ismételjik meg, a végeredmény, amivel a vastagsag kovariancia matrix elemei a sorfejtési

egyiitthatok kovarianciaibol x helyen meghatarozhatok

Q 9
tOV(h(x } ?,(x) OV(B)}Ihcﬁm(x) (39)
vagy részletesebben
{COV (h(x)) } " 3 e —— Xﬁb (x')dx’{COV(é)}lh%xjﬁpn(x')dxr
—_ n=l m=1 J'W( )dU - J.W(U)du Xj—A

A korrelacios matrix tovabbra is (14) szerint allithato el6.

A (39) egyenlettel az 1D inverzioba vitt rétegvastagsagok becslési hibajat és
korrelaltsdgat hatarozhatjuk meg. Numerikus vizsgéalatainkban felvett modelliink
vastagsagfiiggvényeinek becslési pontossagat elemeztiik. Ekkor az inverz feladatot a

sorfejtési egyiitthatokra megoldva a vastagsagfiiggvényeket az eredeti sorfejtéses
M
diszkretizacid h(x)= Z B @, (X) formul4jat alkalmazva szamitjuk. Ezt figyelembe véve a

vastagsagfiiggvény kovariancia matrixat ismét a (32) szerinti

Qi Qi

OV(h)} @, (x) OV(E)}Ih¢m(x) formula adja.

n=l m=1

Az 1j eljaras numerikus vizsgalatat elsdként a korabbiakban is hasznalt modell- (A2.

¢és B1. 4bra) és adatrendszer alkalmazasaval végeztiik. A sulyfiiggvényt a

W (u) = exp(— (%) ] (40)

alakban vettiik fel, az integralas tartomanya esetiinkben a teritési hosszt (AB/2=50m)
kozeliti, az egyre normalads utan érteke A=0.238. A D tavolsagot az integralkdzép
modszerével kovetett optimumkereséshez hasonléan hatarozzuk meg. Eldzetesen is
jelezhetjiik, hogy pl. D=0.05 mellett u=3D esetén W=1.2*10, a terités végén pedig x’= A-
nal W=1.38*101°,

Numerikus vizsgalatainkat Legendre polinomos diszkretizalassal M=17 mellett
kezdjiik. Els6ként feltételeztiik, hogy a D paraméter mindkét réteghatarra azonos értékii. Az

optimumkeresés eredményét az A13. tadblazatban mutatjuk be, ahonnan D=0.06 adodik.
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D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.1 0.1 3.094

0.08 0.08 2.075

0.07 0.07 1.908

0.06 0.06 1.858

0.05 0.05 1.865

0.04 0.04 1.882

Al3. tablazat: Az optimalis integracios intervallum keresése D1=D2 feltételezéssel
Legendre-polinomos diszkretizacio esetén (M=17)

Tovébbra is élhetiink azzal a feltételezéssel, hogy a kiilonb6z6 réteghatarokra
kiilonb6z6 D paraméterekkel jobb paraméterillesztést kaphatunk. A ,trial and error”
modszerrel kapott optimum az Al4. tablazat tanusaga szerint D1=0.03 és D»=0.12 mellett

jelentkezett.

D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.03 0.12 1.597
0.03 0.13 1.604
0.03 0.11 1.607
0.02 0.12 1.612
0.04 0.12 1.618

Al4. tablazat: Az optimalis integracios intervallum keresése eltéré Di#D2 feltételezéssel
Legendre polinomos diszkretizacio esetén (M=17)

A moddszerrel elballitott vastagsagfiiggvényeket az ugyancsak Legendre-
polinomokkal 1.5D, illetve integralk6zép inverzid esetén kapott gorbékkel hasonlitjuk dssze
az A19. dbran. Mint lathatd, a harom eljaras lényegében megegyezd eredményre vezet, a
vastagsag-tavolsadg szerinti felbontasban a sulyozott integralkdozép modszer mutatkozik

jobbnak, amit az A15 tablazat igazol.

M=17 Dn fiiggvénytavolsag (%)
1.5D 2.106
integralkzép 1.898
sulyozott integralk6zép 1.597

Al5. tablazat: A 1.5D, az integralkozép és a stlyozott integralkzép inverzid eredményeit

mindsitd jellemzok Osszehasonlitasa Legendre polinomos diszkretizacio esetén (M=17)
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Relativ lateralis koordinatak
-1 -08 -06 -04 -02 0O 02 04 06 08

I I T
O Jelmagyarazat
H(x) egzakt
H(x) (Legendre, M=17, 1.5D)
H(x) (Legendre, M=17, A,=0.01, A,=0.055)
1 H(x) (Legendre, M=17, D1=0.03, D2=0.12)
N’
2 —
7¢]
o0
23 7 AN
7]
< P N
4 — —_—
5

A19. abra: Az 1.5D, az integralkozép €s a stulyozott integralkdzép inverzio eredményeinek
Osszehasonlitasa Legendre polinomos diszkretizacio esetén (M=17)

A Legendre polinomos diszkretizacio esetén a B modellen is teszteltiik a sulyozott

integralk6zép modszer alkalmazhatdsagat. A B5. tablazatban az optimalis értékek a D1 =

0.01 és D2=0.03 esetén adodtak.

D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.01 0.07 5.527
0.01 0.05 4.355
0.01 0.04 4.077
0.01 0.03 3.975
0.01 0.02 3.981
0.01 0.01 4.032

BS. tablazat: A sulyozott integralkdzép inverzi6 eredményeit mindsitd jellemzok
Legendre-polinomos diszkretizacio esetén, aszimmetrikus modellen

A vastagsagfiiggvényeket Legendre-polinomos diszkretizacio alkalmazasaval 1.5D,

integralk6zép és sulyozott integralk6zép modszereknél a B7. abran szemléltetem.
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Relativ lateralis koordinatak

-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
0
1 -
- a
£
-’ 2 _
) —
\g /
on
= 3 ——
»
]
> Jelmagyarazat
H(x) egzakt
4 H(x) (Legendre, 1.5D)
H(x) (Legendre, A;=0.01, A,=0.03)
e H(x) (Legendre, D=0.01, D=0.03)
5 7 =

B7. abra: Az 1.5D, az integralk6zép és a stlyozott integralkdzép inverzio eredményeinek
Osszehasonlitdsa Legendre polinomos diszkretizacid esetén

Az optimum keresést a sulyozott integralk6zép modszerrel Csebisev-polinomos

diszkretizacio esetén is elvégeztiik. Korabbi vizsgdlataink alapjan igazoltnak tekinthetjiik,

hogy a kiilonb6zd réteghatarokhoz kiilonb6zé D értékek tartoznak, ezért a kozos D

paraméterrel tortént optimumkeresést elhagyhatjuk. A D1 és D2 paraméterek optimalis

értékét (M=17 mellett) az Al6. tdblazatban mutatjuk be. A mddszerrel kapott

vastagsagfliiggvényeket az ugyancsak Csebisev fiiggvényekkel tortént diszkretizalas mellett

a 1.5D illetve az integralkdzép modszerek esetén eldallitott gorbékkel az A20. abran

hasonlitjuk Ossze. Itt is észrevehetd, hogy a harom eljards hasonld eredményre vezet, a

vastagsagtavolsag szerinti felbontasban azonban a sulyozott integralk6zép modszer

mutatkozik jobbnak, amit az Al17. tablazat igazol.

D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.03 0.11 1.592
0.03 0.12 1.596
0.03 0.13 1.624
0.02 0.11 1.597
0.04 0.11 1.598

AlG6. tablazat: A stlyozott integralkzép inverzid eredményeit mindsité jellemzok
Csebisev-polinomos diszkretizacié esetén (M=17)
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M=17 Dn fiiggvénytavolsag (%)
1.5D 4.275
integralkozép 1.850
sulyozott integralkdzép 1.592

Al7. tablazat: A 1.5D, az integralk6zép €s a sulyozott integralk6zép inverzio eredményeit
mindsitd jellemzok Csebisev-polinomos diszkretizacid esetén (M=17)

Relativ lateralis koordinatak
1 -08 -06 -04 -02 0O 02 04 06 08 1

0 [ I I
Jelmagyarazat
H(x) egzakt
H(x) (Csebisev, M=17, 1.5D)
1 H(x) (Csebisev, M=17, A1=0.01, A2=0.055)
—_— A ™ H(x) (Csebisev, M=17, D1=0.03, D2=0.11)
E pd N
en =<
—
N
: AN
g3 7 A
7]
> /% %\
4 — S
5

A20. dbra: A 1.5D, az integralk6zép és a sulyozott integralkdzép inverzio eredményeinek
Osszehasonlitdsa Csebisev-polinomos diszkretizacié esetén (M=17)

Csebisev-polinomos  diszkretizacioval alkalmazott sulyozott integralkdzép
modszerrel a B modellt is vizsgaltuk. A D paraméter optimumat keres6 eljaras eredményeit

B6. tablazat mutatja be. Az optimalis értékek D1 = 0.01 és D2= 0.02 értékeknek adodtak. A

vastagsaggorbék lefutdsa a B8. dbran lathato.

D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.01 0.06 5.313
0.01 0.05 4.520
0.01 0.04 4.655
0.01 0.03 3.992
0.01 0.02 3.981
0.01 0.01 4.031

B6.tablazat: A sulyozott integralkdzép inverzié eredményeit mindsitd jellemzok Csebisev-
polinomos diszkretizacio esetén, aszimmetrikus modellen
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Relativ lateralis koordinatak
-1 08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0
1
= |
»g A
~ > |
\%D %/_’4
g, A
<
"g 3 7 /
>
Jelmagyarazat
4 H(x) egzakt
/ H(x) (Csebisev, D=0.01, D=0.02)
— — H(x) (Csebisev)
c %ﬁ// H(x) (Csebisev, A1=0.01, A2=0.03)

B8. abra: A 1.5D, az integralk6zép ¢€s a stlyozott integralkdzép inverzio eredményeinek
Osszehasonlitasa Csebisev-polinomos diszkretizacio esetén

Amint azt a 1.5D és az integralkdzép modszerek vizsgalatanal is tettiik a Fourier
soros diszkretizalast a sulyozott integralk6zép modszer fejlesztése soran is alkalmaztuk. A
sulyfliggvény D paraméterének rétegenkénti valtozésat feltételezve els6ként ennek
optimumat kerestiik. Az eredményt az Al8. tablazat mutatja. Mint lathaté a D1, D2
paraméterek kozel vannak a Legendre-, illetve Csebisev-polinomos diszkretizaciok mellett
kapott értékekhez. Ez részben az integralk6z€p modszer stabilitdsat is mutatja, hiszen e
paraméterek nem fiiggnek 1ényegesen az alkalmazott bazisfiiggvényektdl. (Megjegyzendd
azonban, hogy mindharom bazisfiiggvény rendszer ortogonalis, vagyis inverziods alkalmazas
szempontjabol elényosek.) A Fourier soros diszkretizalas mellett 1.5D, integralk6zép, illetve
stlyozott integralkdzép modszerek altal adott vastagsagfiiggvény-illeszkedést az Al9.
tablazat €s az A21. abra mutatja be. Az adbréan azt lathatjuk, hogy a harom eljaras hasonléan
O inverzids eredményt szolgéltat. Az illeszkedés pontossagat mérd Dn vastagsagfiiggvény-
tavolsag szamszeriien is jellemzi a paraméterbecslés josagat. Igy az A19. tablazat alapjan
megallapithatjuk, hogy a harom modszer koziil a stlyozott integralkdzép adja a pontosabb

eredményt.
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D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag (%0)
0.02 0.12 1.604
0.03 0.11 1.613
0.03 0.12 1.608
0.03 0.13 1.622

A18. tablazat: A stlyozott integralk6z€p inverzid eredményeit mindsitd jellemzok Fourier
soros diszkretizacid esetén (M=17)

M=17 Dn fiiggvénytavolsag (%)
1.5D 3.868
integralkozép 1.900
sulyozott integralkdzép 1.604

A109. tablazat: Az 1.5D, az integralk6zép és a sulyozott integralk6zép inverzid eredményeit
mindsitd jellemzok 6sszehasonlitasa Fourier soros diszkretizacio esetén (M=17)

Relativ lateralis koordinatak
1 -08 -06 -04 -02 0O 02 04 06 08 1

T I
O Jelmagyarazat
H(x) egzakt
H(x) (Fourier, M=17, 1.5D)
H(x) (Fourier, M=17,A1=0.01,A2=0.055)
1 H(x) (Fourier, M=17,D01=0.02,D2=0.12)
N’
T
‘<
&n
g3 7 N\
72!
> 4 ——/% \\
5

A21. abra: A 1.5D, az integralk6zép ¢€s a stulyozott integralkdzép inverzio eredményeinek

Osszehasonlitdsa Fourier soros diszkretizacio esetén (M=17)

A Fourier sorral diszkretizalt stlyozott integralk6zép modszerrel vizsgalatokat
végeztiink az aszimmetrikus B modellen is. A D paraméter optimumat keresé eljaras
eredményeit B7. tablazat mutatja be. Az optimalis értékek D1=0.01 és D2=0.03 értékeknek
adodtak. A vastagsaggorbék lefutasa a B9. abran lathato.
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D1 D2 Dn fiiggvénytavolsag
0.01 0.06 2.986
0.01 0.05 2.906
0.01 0.04 2.867
0.01 0.03 2.860
0.01 0.02 2.879

B7. tablazat: A stlyozott integralkdzép inverzio eredményeit mindsitd jellemzék Fourier-
soros diszkretizacid esetén, aszimmetrikus B modellen

Relativ lateralis koordinatak
-1 08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0
1
=
E
- 2 I
o0 =1 =
g S -
[~ 7//
~e) 3 = =
s
Jelmagyarazat
4 H(x) egzakt
H(x) (Fourier, 1.5D)
= H(x) (Fourier, A1=0.01, A2=0.03)
5 e H(x) (Fourier, D=0.01, D=0.03)

B9. dbra: Az 1.5D, az integralkdzép és a sulyozott integralkdzép inverzio eredményeinek
Osszehasonlitasa Fourier-soros diszkretizacio esetén (B modell)

Ebben a fejezetben a stlyozott integralkdzép eljarast mutattam be a geoelektromos
mérési vonal mentén (laterdlisan) lassan valtozd foldtani szerkezeten. Az eljards az
integralkdzép modszer tovabbfejlesztésének tekinthetd és fizikailag azt a kézenfekvd
elvarast fejezi ki, hogy az integralk6zép szamitdsa sordn mérési adataink oldal irdnyt
érzékenységét vegyiik figyelembe. Ezt a varakozast egy exponencidlisan lecsengd
sulyfiiggvény bevezetésével teljesitettiik, amelynek D paraméterével az oldalirdnyu
érzékenység skalazhato. A vastagsagfiiggvények diszkretizaciojat Fourier sorral, valamint
Legendre, illetve Csebisev polinomokkal valdsitottam meg. Az integracios intervallum
vizsgalata soran megallapitottam a D paraméter kiilonbozé mélységli réteghatdrokhoz
tartozd optimalis értékét. Bemutattam, hogy az eljaras a 1.5D inverzional, illetve az

integralk6zép modszerénél jobb paraméterbecslést eredményez mind a Fourier sorral, mind
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a Legendre illetve Csebisev polinomokkal diszkretizalt d6lésirdnya szelvények inverzios

feldolgozasa soran (3. tézis).

Az inverzios eredmény mindsitésére a hibaterjedés torvénye alapjan levezettem a
sulyozott integralkozép modszer keretében a lokalisan 1D eléremodellezésbe bevitt

vastagsagok kovariancia ¢s korrelacios matrixat (4. tézis).

4. A lokalisan 1D kozelités pontossaga 2D modellen

Az eléz6 fejezetben a lokalisan 1D  eléremodellezésre alapozott, a
rétegparamétereket sorfejtéssel diszkretizalo inverzids eljarasainkat a geoelektromos mérési
vonal mentén (laterdlisan) lassan valtozo foldtani szerkezeten teszteltiik. Ebben a fejezetben
vizsgalatainkat valodi 2D, azaz lateralisan jelentés valtozast mutaté modellen folytatjuk.

Vizsgalataink céljabol az C1. dbran lathatdo modellt vettiik fel, amelynél a korabban az
A modellen +/- 210 m-en feltételezett valtozas +/- 35 méteren kdvetkezik be. A modellt a
tovabbiakban C modellnek nevezziik. A latszolagos fajlagos ellenallas gorbéket példa

szelvényekkel a fliggelék F3. abra mutatja be.

Relativ lateralis koordinatak (m)
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C1. abra: A numerikus vizsgalatok céljara felvett C modell

A vastagsagfiiggvények a modell mindkét szélén 10 m hosszlisagban allando értéket
vesznek fel (Hi=2m, H>=4m). A +/- 25 m bels6 intervallumon a vastagsagok lateralis

valtozasat a
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H,(x)=2—exp(—(2.5x/25)*) ésa H,(x)=4-2exp(—(2x/25)*)

fliggvények adjak. A 70 m-es vizsgalati teriileten dolésiranyban 2.5 méterenként
Schlumberger elrendezésti mérést tételeztiink fel (AB/2=1.6,2.0, 2.5, 3.2, 4.0, 6.4, 8.0, 10.0,
12.0, 14.0, 17.0, 20.0, 25.0, 30.0, 35.0 m teritési tavolsagokkal). Egy-egy mérési ponthoz
tehat 19 mérési adat tartozik, a mérés teljes intervalluma 70 m. A latszélagos fajlagos
ellenallas adatokat Spitzer (1995) Gyulai Akos Professzor altal tovabbfejlesztett FD
programjaval allitottam el6. Az adatokkal elvégzett inverzios vizsgalatokban az eredmény
mindségét jellemzé paramétereket (atlag variancia, korrelacios atlag, adattavolsag,
vastagsag tavolsag) is szamitottam, kdvetkeztetéseimet ezekre alapoztam.

A C modellre vonatkoz6 vizsgalataim soran M=23 mellett Fourier soros
diszkretizalast alkalmazva a 1.5D, az integralkozép, ill. a sutlyozott integralkdzép
modszerekkel végeztem. Az eredmények Osszehasonlitasat a C2. abra és a C1l. tablazat
alapjan tehetjiilk meg. Mint lathatd, a D fiiggvénytavolsagok az A modellnél latottakhoz
képest jelentdsen megndvekedtek, ami - tekintve a modell valodi 2D jellegét - nem meglepd.

Legjobb eredményt (Dn =8.08%) az integralkozép modszer adta. Az integracios
tartomanyokat az A modellnél kapott értékek skalazasaval vettiik fel. (Ott azt talaltuk, hogy
az 50 m teritési hosszra vetitve ezek aranya 4%, ill. 24%.) Ennek alapjan (a +/-1 koordinatak
kozott felvett koordinata rendszerben) a A1 = 0.6 és A2 = 0.35 integracios intervallumokkal
végeztik az integralkozép modszer esetében inverzidt. A legkevésbé pontosnak a 1.5D
modszer bizonyult, azonban az ezzel kapott 15.1% relativ vastagsadgtavolsag sem mondhato
rossznak.

A C2. abra alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy mindhdrom eljaras gyakorlatilag
elfogadhatd pontossaggal kozeliti a 2D modellt, annak ellenére, hogy az elére modellezés
lokalisan 1D eljarassal tortént. Figyelembe véve a néhanyszor tiz méasodperces futasi 1dot,
az eredmények gyakorlati értéke figyelemre méltd. A lehetséges alkalmazéasok kozott itt is
meg kell emliteniink a startmodell eléallitdsat a magasabb rendli (2D, 2.5D) inverzids
eljarasok szdmara. Ebben a vonatkozasban mindhdrom, a fentiekben targyalt kozelitd

inverziés modszer jo eséllyel alkalmazhato.
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Relativ lateralis koordinatak
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C2. abra: Az 1.5D, az integralk6zép és a stlyozott integralkdzép inverzio eredményeinek
Osszehasonlitdsa Fourier soros diszkretizacid esetén (M=23)

M=23 Dn fiiggvénytavolsag (%)
1.5D 15.12
integralk6zép 8.08
sulyozott integralkdzép 10.79

Cl. tdblazat: Az 1.5D, az integralkdzép é€s a sulyozott integralk6zép inverzié eredményeit
mindsitd jellemzok Fourier soros diszkretizacio esetén (M=17)
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5. A sulyozott integralkozép modszer tesztelése terepi
adatokon

A szintetikus adatrendszeren végrehajtott eredményes szamitdsok utan
vizsgalataimat terepi adatrendszeren is elvégeztem. Ehhez Korlat kozségnél mért Vertikalis
Szondazasi adatokat hasznaltam fel, melyeken korabban Gyulai és Ormos (1997) sikeresen
tesztelte az altaluk fejlesztett 1.5D inverziés modszert és a kapott eredményeket részletesen
publikalta (Gyulai és Szabd 2014). Mindezen eldzmények alapjan a sulyozott integralk6zép
modszerének valodi mérési adatokon torténd alkalmazhatdsagénak bizonyitasara szintén
ezen adatrendszert valasztottam.

A felszini kibuvéasban végz6dd andezit és andezit tufa 2D szerkezet felett,
csapasirany teritésben mért Vertikalis Elektromos Szondazasokat, Schlumberger
elrendezésben végezték 100 méteres szelvény mentén, 5 mérési pontban. A latszolagos

fajlagos ellendllas gorbéket az egyes szelvények esetében a D1. dbra mutatja be.
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D1. abra: A Korlat kozségnél mért VESZ pontok fajlagos ellenallas gorbéi
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A terepi példa esetében Gyulai (2004), Gyulai és Szabo (2014) cikkekben szerepl6
kiértékelések alapjan feltételezziik a fajlagos ellenallas laterdlis homogenitasat.
Vizsgalatainkat Legendre polinomos diszkretizacio alkalmazasaval végeztik, ezért a
koordinatakat a +/-1 intervallumra transzformaltuk.

A 2D haromréteges modellen eldszor 1.5D inverzids vizsgalatot hajtottunk végre. A
kozelitést negyedfoktl Legendre polinommal diszkretizalt inverzids eljarassal végeztiik.
Ekkor az adatérbeli relativ tavolsagként 2.848%-os értéket kaptunk, a vastagsag
fliggvényeket a D2 abran a zo6ld szinnel jelolt gorbék mutatjak.

Az adatrendszer feldolgozasat sulyozott integralk6zép modszerrel is elvégeztiik. Az
eljarasban szintén Legendre polinomos diszkretizacidt alkalmaztunk, tovabbra is M=4
fokszam mellett. Az integracios intervallum vizsgalata soran ebben az esetben a D paraméter
kiilonb6z6 mélységl réteghatarokhoz tartozo optimalis értéke D1=0.015 és D»=0.5 lett.
Ekkor 2.827% adattérbeli relativ tdvolsagot értiink el. A vastagsag fiiggvényeket a D2 abran
a piros szinnel jelolt gorbék mutatjak. A két eredmény igen kozel van egymashoz, igy
megallapithatjuk, hogy mindkét modszer alkalmas a szerkezet kimutatasara. A kapott
eredmények csaknem megegyeznek a Gyulai (2004) analitikus eléremodellezésen alapulo 2
dimenzios inverzios kiértékelésével.

1. modell 2. modell 3. modell 4. modell 5. modell
0 v v v 4 A

10

20

Mélység (m)

30 — Jelmagyarazat
— p,=353 1.5 D médszer
Sulyozott integralkbzep modszer (Legendre)
40 | | | | | | | | |
100 125 150 175 200

Profil menti tAvolsag (m)

D2. abra: A 1.5 D és a Sulyozott integralkozép modszer vastagsagfliggvényei

Ebben a fejezetben a sulyozott integralk6zép eljarast terepi adatokon is teszteltem. A

vizsgélatban hasznalt geoelektromos adatrendszert a Miskolci Egyetem Geofizikai
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Tanszékének munkatarsai Korlat kozség mellett mérték egy fokozatosan mélyiilé andezit,
andezittufa feletti szelvényben. A 2D szerkezetet haromrétegesnek tételeztem fel Gyulai és
Szabd (2014) publikacidja alapjan. Az integracidés intervallum vizsgdlata soran
megallapitottam a D paraméter kiilonbozé mélységii réteghatdrokhoz tartozod optimalis
értékét és ennek felhasznalasaval negyedfoku Legendre-polinommal torténd diszkretizacid
alkalmazaséaval kozelitettem a vastagsagfiiggvényeket. Eredményeim jé egyezést mutattak a
Gyulai és Szabo (2014) altal kozolt, 1.5D inverzid6 modszerével meghatarozott
vastagsagfliiggvény gorbékkel. A 1.5D inverzios eljarashoz képest kicsivel jobb kozelitést
értem el a sulyozott integralk6zép modszer alkalmazasaval. Tovabba az ) modszer
eredménye jO egyezést mutat a 2D eléremodellezésen alapuld inverzido eredményével,
melyet Gyulai (2004) publikalt. Megallapitottam, hogy az 0j moddszer alkalmas terepi

mérések kiértékelésére (5. tézis).

Osszefoglalas

Dolgozatomban lokélisan 1D eléremodellezést alkalmazd inverzids eljarasok
alkalmazhatdsagat vizsgaltam lateralisan inhomogén szerkezet folott, dlés iranyu teritésben
mért adatok valo feldolgozasa terén. Az ismert 1.5D inverzidés modszer fejlesztése céljabol
vizsgaltam tovabbi bdazisfliggvények (ortogonalis polinomok) bevonasi lehetdségét az
inverzids eljarasba. Elsdsorban a hatvanyfliiggvények kivaltasara torekedtem, ezért a
modositott inverzids eljarasban Legendre ¢és Csebisev polinomokat alkalmaztam a

diszkretizalas soran.

A vizsgalatok azt mutattdk, hogy a két bazisfiiggvény-rendszer - a Fourier
sorfejtéshez hasonloan - alkalmas a lateralisan inhomogén szerkezet felett ddlésiranyu
szelvényeken mért adatok 1.5D inverzidjaban a vastagsag fiiggvények diszkretizaldsara.
Megallapitottam, hogy mig az egyszerli hatvanyfiiggvények korlatozott mértékben
alkalmazhatok a délésiranyu szelvények mentén mért latszolagos fajlagos ellenallas adatok
1.5D inverzidjaban, addig az ortogonalis, illetve sulyfliggvényre ortogonalis Legendre ¢€s
Csebisev polinomok alkalmazasaval stabil eredményre jutunk. A vizsgalataimat Fourier
soros diszkretizalassal is elvégeztem. Megmutattam, hogy az ortogondlis illetve
sulyfliggvényre ortogonalis polinomok alkalmazasaval a Fourier soros diszkretizalasra
alapozott 1.5D modszerrel 1ényegében egyenértékii inverzids eljarast definialhatunk. (lde

vonatkoz6 eredményeimet az 1. tézisben foglaltam 0ssze.)
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Numerikus vizsgalatokat végeztem a - korabban csapésiranyl mérésekhez tervezett -
altalanositott sorfejtéses eljards modositasi lehetdségének céljabol, hogy az alkalmas legyen
dolés iranyu teritések hatékony feldolgozasara is. A diszkretizaciot Fourier sorral, Legendre
¢s Csebisev polinomokkal valésitottam meg. Az integracids intervallum vizsgélata soran
megallapitottam, hogy a kiilonbozé mélységli réteghatdrok esetén mdas-mas integracios
intervallum valasztdsa sziikséges. Vizsgalataim azt mutatjdk, hogy az altalanositott
sorfejtéses eljaras a 1.5D inverziojaval azonos értékli paraméterbecslést ad eredménytil a
délésiranyu szelvényeken mért adatok esetén. (Ide vonatkozo eredményeimet a 2. tézisben

foglaltam Ossze.)

Bevezettem a sulyozott integralkdzép eljarast, mely egy exponencidlisan lecsengd
sulyfliggvény bevezetésével figyelembe veszi, hogy az integralk6zép szamitasaban a
kozépponttdl tdvolodva az oldal iranyu érzékenység csokken. Szamszeriien igazoltam, hogy
az eljaras a 1.5D inverzionadl, illetve az integralk6zép modszerénél jobb paraméterbecslést
eredményez mind a Fourier sorral, mind a Legendre illetve Csebisev polinomokkal
diszkretizalt dolésiranyt szelvények inverzids feldolgozésa sordn. (Ide vonatkozo

eredményeimet a 3. tézisben foglaltam Gssze.)

Az inverziés eredmény mindsitésére a hibaterjedés torvénye alapjan levezettem az
integralkozép, ill. a sulyozott integralk6zép modszerek lokalisan 1D eléremodellezésében
szereplo vastagsagok kovariancia és korrelacids matrixat és az ebb6l szarmazo variancidkat.

(Ide vonatkozo6 eredményeimet a 4. tézisben foglaltam 6ssze.)

Numerikus vizsgalataimat kiterjesztettem olyan laterdlisan valtoz6 modellre is,
amely szignifikansan kétdimenzids. A modellen a lokalisan 1D eléremodellezést alkalmazo
(1.5D, integralkozép és sulyozott integralkozép) eljarasokkal végzett inverzios futtatdsok
miiszakilag elfogadhaté eredményt adtak. Figyelembe véve, hogy a szamitasi 1d6
néhanyszor tiz masodperc, a szigoruan 2D inverzidhoz képest a kisebb pontossagot a
gyorsasagbeli  tekintélyes kiilonbség messzemenben kompenzalja a  gyakorlati

alkalmazhat6sag szempontjabol.

A sulyozott integralk6z€ép modszer alkalmazhatdsagat a Korlat kozség kozelében
mért terepi adatrendszeren vizsgaltam. Eredményeimet az 1.5 D modszerrel és a Gyulai
(2004) éaltal publikalt, 2D eldremodellezésen alapuld inverzidé eredményével Osszevetve
igazoltam az Uj eljaras gyakorlati alkalmazhatosagat. (Ide vonatkozé eredményeimet az 5.

tézisben foglaltam Gssze.)
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