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winverzios modszerfejlesztés a Fourier transzformalt
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cimi doktori (PhD) értekezéshez

A doktori értekezés a Fourier transzformaciot, mint inverz feladatot felfogva olyan
Uj eljardsokat mutat be, amelyek a hagyomdnyos Diszkrét Fourier transzforméciohoz (DFT)
képest figyelemre méltd (egyes esetekben egy nagysagrendet is elérd) zajelnyomod
képességgel birnak. Az 11j eljarasokban a spektrum diszkretizalasa sorfejtéssel torténik és az
inverz feladat a sorfejtési egyiitthatokra nyer megfogalmazast. Bazisfiiggvényeket a Jelolt a
Fourier transzformacio sajatfiiggvényei koziil valaszt, mivel ekkor az inverz probléma
Jacobi-matrixa egyszertien eldallithatd. Ez az egyszeriiség teszi lehetdvé a két dimenzidra
Jelolt a Steiner sulyokkal definialt sulyozott legkisebb négyzetek modszerét alkalmazza. A
kidolgozott moédszerek alkalmazasaként 1D esetben a Hilbert transzformalt inverzids

eldallitasat, 2D esetben pedig a felszini magneses adatok polusra redukalasat mutatja be.

Az értekezés jol felépitett, megfogalmazasa vilagos, magaba foglalja a jelolt elmult
4 év alatt elért legfontosabb kutatdsi eredményeit. A témavezetd megitélése szerint a munka
figyelemre méltd 0j tudomanyos eredményeket tartalmaz, amit az is igazol, hogy az
értekezés legfontosabb eredményeit a Mathematical Geoscience ¢. nemzetkozi folyoirat is
kozolte. A Jelolt doktori tevékenységének ideje alatt 8 lektoralt folyodiratcikket publikalt
(melyek koziil 3 impact factoros), egy monografidban tarsszerzéként kdzremiikodott és

eredményeit 4 rangos nemzetk6zi konferencidn is bemutatta.

Tudomanyos munkéaban val6é folyamatos részvétele, szorgalma, és az értekezésben
bemutatott eredmények igazoljak a Jeldlt magas szinvonali tudomanyos ismereteit és az
6nallé kutatomunkara vald alkalmassagat. Kijelenthetd, hogy a Jeldlt kiemelkedd
képességekkel rendelkezd ifju kutatd, aki az elméleti felkésziiltség, a tudomanyos kutatasra
valo alkalmassdg, valamint a gyakorlatias szemlélet igen eldnyds Osszhangjat képes

megvalositani. A doktori értekezésben foglalt uj tudoményos eredmények a témavezetd




meggy6zOdése szerint jelentdsen hozzdjarulnak a geofizikai adatfeldolgozas és értelmezés
fejlédéséhez, de jelentds alkalmazasi teriiletre talalhatnak a képfeldolgozas és a tavérzékelés

terén is.

Kijelentem, hogy az értekezés hiteles adatokat tartalmaz, az abban foglalt
eredmények a Jelolt sajat eredményei, valamint a dolgozat minden vonatkozasban megfelel
a Mikoviny Samuel Foldtudomanyi Doktori Iskola altal megkovetelt tartalmi és formai

kovetelményeknek.

Fentiek alapjan a PhD cim odaitélését timogatom és javaslom.

Miskolc, 2015. marcius 30.

Dr. Dobroka Mihaly
egyetemi tanar
a miiszaki tudomany doktora
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Abstract

Abstract

The Fourier transform is one of the most important data processing operation on the field of
technical and nature sciences, while it is the starting point for numerous other applications.
In the engineering practice for determining the frequency domain in case of discrete time
domain data lines the Fourier transform and fast Fourier transform (FFT) is the tool. These
algorithms approximate the spectrum of the time signal sufficiently, if the sampling and the
registration time range are set properly. The Fourier transform is very noise sensitive
therefore it is often problematic to process the measurement data. In order to decrease the
influence of the random variations corrupting the measurements, different noise filtering
techniques are used before and/or after computing the frequency spectrum. In the field of

geophysics inversion several methods exist to suppress the noise very well.

For the developments of noise-resistant algorithms, least squares (LSQ), least absolute
deviations (LAD) procedures (and other robust techniques) are extensively used. In many
technical problems the measured data contain information about the model parameters of the
structure under investigation. In the field of inverse problem theory various methods are
developed to extract information contained by noisy datasets. This is especially true for the
cases called over-determined problems. Consequently, if we formulate the Fourier
transformation as an over-determined inverse problem, it can be expected that the influence
of noise can be efficiently reduced. This idea was applied and developed in details by Vass
in his PhD thesis (Vass 2010). An essential step in his approach is the use of a special
discretization of the real and imaginary part of the spectrum making it possible to handle
Fourier transform as an over-determined inverse problem. In calculating the elements of the
Jacobi-matrix an analytical formula was used requiring a relatively sophisticated program
development activity. Because of this complexity, the extension of the method for two- or

even multidimensional Fourier transformation seems to be very difficult.

In my dissertation following the inversion strategy developed at the Department of
Geophysics, University of Miskolc as discretization tool used series expansion. As basis
function the scaled Hermite functions were used, which gave us the advantage that the
elements of the Jacobi-matrix can be calculated by means a simple explicit formula.

| further developed the one-dimensional Fourier transform algorithm published by Vass
giving a mathematically consistent way for the calculation of the Jacobi-matrix of the
forward problem and inserting the Steiner-weights (in the framework Most Frequent Value)

into the Iteratively Reweighted Least Squares based inversional Fourier transform method




Abstract

(S-IRLS-FT). In this new algorithm the Steiner-weights are computed from the measured

dataset in an inner iteration method.

Furthermore, generalizing the 1D algorithm 1 introduced the inversion based two-
dimensional Fourier transform algorithm in its LSQ (2D-LSQ-FT) and IRLS (using Steiner’s
weights) versions (2D-S-IRLS-FT). The resistance against outliers and the noise suppression
capabilities of the S-IRLS-FT made it justifiable to try the method on other data processing
and earth science fields. That is why it was tested in seismic data processing where double
inversion was used. Firstly, the Fourier spectrum of the time signal was defined by inversion
based method, secondly (after the modifications necessary for the Hilbert transform) we
returned to the time domain by robust inversion. | discussed the theoretic background of the
developed Hilbert transform method and the results of the studies. | performed numerical
tests on Gaussian and Cauchy noisy datasets, the results showed clearly that the algorithm
provides an order of magnitude better noise suppression capability compared to the
conventional method (based on the traditional DFT), (Szegedi and Dobroka 2014). In the
field of the reduction to pole of surface measured magnetic data | studied the efficiency of
the two-dimensional algorithm (2D-S-IRLS-FT), and here | also verified sufficient

improvements compared to the traditional methods (using 2D-DFT).




1. Bevezetés

1. Bevezetés

A Fourier transzformacié a miszaki- és természettudomanyok teriiletén az egyik
legfontosabb adatfeldolgozasi miivelet, amely ugyanakkor szamos mas eljaras kiindulo
pontja is. A mérndki gyakorlatban a frekvenciaspektrum meghatarozasara diszkrét
id6tartomanybeli adatsorok esetén alkalmazott eszkoz a diszkrét Fourier transzformacid
(DFT), illetve annak specialis szamitogépi valtozata, a gyors Fourier transzformaci6 (FFT).
Ezek az algoritmusok az id6jel spektrumat elegendden nagy pontossaggal kozelitik abban az
esetben, ha a mintavételi kozt és a regisztralasi idétartomanyt megfelelden valasztjuk meg,
illetve a bemend id6adatokat nem terheli zaj. Mérési adataink viszont mindig zajjal terheltek,
ezért kiilondsen fontos az alkalmazott miiveletek zajelnyomo képességének novelése. Mivel
a Fourier transzformacié - hagyomanyos formajaban - erésen zajérzékeny, ezért gyakran

jelent problémat a mérési adatok feldolgozasa terén.

A geofizikai mérési adatokban foglalt foldtani informacio ,kiolvasasa”, a foldtani
szerkezetek petrofizikai- és geometriai paramétereinek meghatarozasa a geofizikai inverzid
alapveto feladata. A geofizikai inverzid gyakorlataban tobb olyan modszer l1étezik, amely a
zajelnyomasra kiilondsen alkalmas. A Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékének kutatoi az
inverzios modszerek fejlesztése soran szamos eljarast dolgoztak ki, amelyekkel a
zajelnyomas terén is nemzetkozileg elismert eredményeket értek el. Ezek koziil igen
fontosak a kiugré hibaval terhelt adatrendszerek inverzidjara kidolgozott (robusztus)
inverzids modszerek. A Tanszéken folytatott inverzios kutatdsokban meghatarozo szerepet
kap az a kutatasi irany, amelynek 1ényege, hogy a bonyolult (laterdlisan és vertikalisan
inhomogén) foldtani szerkezeteken mért adatok feldolgozasat, értelmezését sorfejtéses
diszkretizacioval a sorfejtési egyiitthatokra megfogalmazott inverzids eljarasban végezziik
el. Az eljarés legnagyobb eldnye, hogy viszonylag kevés sorfejtési egyiitthatdé bevezetése
mellett is megfeleld felbontds érhetd el ugy, hogy a megoldand6 probléma (relative
kisméretil) tulhatarozott inverz feladatra vezet. A kutatasokrél a Tanszék munkatarsai a
Magyar Geofizika hasabjain 6trészes cikksorozatban szamoltak be. Az elsd sorozat a Fourier
transzformaciot ujszerli megkozelitésben inverz feladatként targyalja ugy, hogy a frekvencia
spektrumot sorfejtéssel kozelitik, inverzids valtozonak a sorfejtési egyiitthatokat tekintik. A
masodik cikkben a mélyfurasi geofizikai adatok feldolgozasanal a fizikai paramétereket -
mint a mélység fliggvényeit - sorfejtéssel kozelitve adjak meg, a sorfejtési egyiitthatokat
inverzids eljaras keretében allitjak el6. A harmadik dolgozatban a sorfejtéses inverzid

modszerével a gerjesztett potencial (GP) adatok feldolgozasara mutatnak be egy uj modszert.

-1-



1. Bevezetés

A negyedik dolgozat egy korabban kidolgozott kétdimenzids eljaras tovabbfejlesztésével, a
nehézségi erétér haromdimenzios potencialfiiggvényének inverzids eléallitasat Eotvos-inga
mérési adatok, nehézségi gyorsuldas mérések, fiiggdvonal-elhajlas értékek és digitalis
terepmodell adatok egyiittes felhasznalasaval mutatja be. Végiil az 6todik cikkben egy
hatékony eljarast kinalnak a kétdimenzids foldtani szerkezeteken mért geoelektromos adatok
inverzidjara.

A fenti iranyelvet kovetve, PhD doktori kutatasaim soran a sorfejtéses inverzids eljaras
adatfeldolgozasban valé alkalmazédsanak lehetdségeit vizsgalva a geofizikai inverzid
eszkoztarat hasznalé Fourier transzformacios eljarast tovabbfejlesztettem, amely a
hagyomanyos transzformaciés moddszerekhez képest jelentds zajelnyoméd képességgel
rendelkezik. A fejlesztés célkitlizése a modszer robusztussagdnak novelésére is iranyult,
kidolgozasat kellett elérnem, amely eredményeket korabbi dolgozatban témavezetommel
mar bemutattunk (Dobroka et al. 2012). FErtekezésemben a Fourier spektrum
diszkretizalasara sorfejtést alkalmazok, azaz a folytonos komplex fiiggvényt alkalmasan
megvalasztott fliggvényrendszer szerint fejtem ki. Mivel a sorfejtéses geofizikai inverzidoban
teljes, ortogonalis, normalt fiiggvény rendszereket alkalmazunk, bazisfiiggvénynek az
Hermite fiiggvényeket valasztottam. Vass (2010) bemutatta, hogy a geofizikai mérésekben
szerepld frekvencidk széles tartomanyt Olelnek fel, emiatt az Hermite filiggvényeket
skalaznunk kell. Az eljaras tovabbfejlesztésével (Dobroka et al. 2012) - a skalazott Hermite
figgvények egy specialis tulajdonsagat felhasznalva, miszerint azok a Fourier
transzformacionak a sajatfiiggvényei - a Jacobi-matrix elemeinek szamitasara egy gyors és
egyszerl explicit formula adhato, amelynek hasznalataval az egydimenzios inverzios alapt
Fourier transzformacié egyszertibben (integralas nélkiil) szamithato. Ez igen fontos az
inverzios Fourier transzformacids eljarasok kidolgozasa soran, mivel nagymértékben
leroviditi a szamitasi feladatokat. Féleg a kétdimenzids Fourier transzformacié alkalmazasa

terén konnyiti meg a dolgunkat ez az egyszerli szamitasi forma.

Doktori kutatdsaim kezdetén az inverzidos alapti 1D Fourier transzforméciés modszer
zajérzékenységének csokkentésére un. Cauchy-stlyokat alkalmaztam, melynek hatranya az,
hogy skéla paramétereit tapasztalati uton sziikséges meghatarozni. Szamos gyakorlati
példaban viszont bizonyitast nyert, hogy a Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékének
egykori professzora, Dr. Steiner Ferenc altal kidolgozott leggyakoribb érték modszer (MFV)

segitségével a geofizikai inverzids eljardsok igen hatdsosan robusztifikalhatok, ezért a




1. Bevezetés

meglévl egydimenzids algoritmusban alkalmazott Cauchy-sulyokat a Steiner Ferenc
professzor altal kidolgozott (Steiner 1997) leggyakoribb érték modszerével szamitott
sulyokkal (a tovabbiakban Steiner-sulyok) helyettesitettem. Igy, az 0j Fourier
transzformacios robusztus algoritmus (S-IRLS-FT) az iterativ Gjrastlyozas moédszerén

alapul €s a Steiner professzor altal bevezetett Steiner-sulyokat alkalmazza.

Ertekezésem 5. fejezetében részletesen targyalom a kidolgozott inverziés alapi Fourier
transzforméacio uj algoritmusat, és annak robusztus (Steiner-stlyokkal definialt) valtozatat,
ill. zajérzékenység és zajelnyomds szempontjabol vizsgdlom Oket. Relativ adat- és
modelltérbeli tavolsagokat is megadok az inverziés eredmények mindsitése végett. A
tovabbiakban bemutatom az inverziés alapi kétdimenzids Fourier transzformacios
algoritmust LSQ (2D-LSQ-FT)-, ill. Steiner-stlyokkal definialt IRLS modszer (2D-S-IRLS-

FT) alkalmazasa esetén.

Az S-IRLS-FT eljaras outlierekkel szembeni rezisztencidja és kiemelkedd zajelnyomd
képessége indokoltta teszi, hogy a mddszert mas adatfeldolgozasi és miiszaki foldtudomanyi
teriileteken is kiprobaljuk. Ezért az 0j algoritmust a szeizmikus adatfeldolgozas teriiletén is
vizsgaltam. Ekkor inverzioval meghatarozzuk az id6jel (csatorna) Fourier spektrumat, majd
a Hilbert transzformaciohoz sziikséges atalakitassal kapott spektrumot robusztus inverzioval
transzformaljuk vissza az idotartomanyba. A 7.1. fejezetben targyalom a kidolgozott Hilbert
transzformacios eljaras elméleti hatterét, ill. az algoritmussal végzett inverzios vizsgalatok
eredményeit. Gauss, ill. Cauchy-eloszlast koveté zajjal terhelt Ricker-waveleten vald
tesztelést végeztem, melyek eredményeibdl Kittinik, hogy az eljaras a kiugro zajokkal
szemben figyelemre mélto rezisztenciat és a hagyomanyos (DFT-vel szamitott) szelvényhez
képest egy nagysagrenddel jobb zajelnyomo képességet mutat (Szegedi és Dobroka 2014).

A magneses adatok polusra redukalasa terén a kidolgozott kétdimenzids algoritmus
hasznalhatosagat vizsgaltam és a vizsgalatok eredményeként itt is igazoltam az inverzios
Fourier transzformacid zajérzékenységének jelentds javulasat. A kidolgozott matematikai

eljarasokat Matlab programnyelvben (Matrix Laboratory) implementaltam.
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2. A Fourier transzformacio

A mérési hibakkal terhelt adatrendszerekben foglalt informacié kinyerése a geofizikai
adatfeldolgozas segitségével valik lehetové, melynek teriiletén a Fourier transzformécio
kulcsfontossagl szerepet tolt be. Jelentdésége abban all, hogy az idétartomanyban mért jel
viselkedését két kiilonb6zo tartomanyban tanulmanyozhatjuk.

A Fourier transzformacié a jel regisztralasanak idétartomanyat és a jel vizsgalatanak

frekvenciatartomanyat kapcsolja 6ssze az alabbi formula alapjan

U(w) = e vldt, (2.1)

Tz Ju0
ahol t valtozo jeloli az id6t, w a korfrekvenciat és j a képzetes egységet. A (2.1.) egyenletben
szerepl6 U(w) az u(t) idéfiiggvény Fourier spektruma, amely altalaban egy komplex értéki
folytonos fiiggvény.

Az inverz Fourier transzformacié segitségével biztosithaté a frekvenciatartomanybol az

id6tartoményba torténd visszatérés

u(t) = el“'de. (2.2)

1 o0
—— |U(@)
N2 ;L
A tovabbiakban jelen fejezetben attekintem a folytonos Fourier transzformaciobol
levezethetd, diszkrét adatrendszerekre is kiterjesztheté Fourier transzformaciot, illetve egy

numerikus példan keresztiil szemléltetem annak zajérzékenységre vald hajlamat, végiil

roviden Osszefoglalom a zajérzékenységet jellemzd mennyiségeket.

2.1. Diszkrét adatrendszerek Fourier transzformaciéja

A digitélis szamitogépek elterjedése a Fourier transzformacion alapulo eljarasok csodalatos
viragzasat eredményezte. A diszkrét Fourier transzformacié (DFT) a folytonos Fourier
transzformacio specidlis esete, amely a szamitogépes adatfeldolgozdsban gyakran nyer
alkalmazast. Ha egy folyamatos, savlimitalt jelb6l N szaml mintat vesziink, akkor az e
mintak alapjan végrehajtott Fourier transzformaci6 az altalanos képletnek idoben diszkrét
értékekre valo atalakitasaval irhato fel. A (2.1.1.) képlet arra utal, hogy a transzformacio a
jelet N mintanként periodikusnak tekinti. Erre a felhasznalasok bizonyos fajtainal érdemes
tigyelni. A DFT, ha alkalmasan valasztott mintavételezési rataval és mintaszammal
dolgozunk, a legtobb jelre a folytonos Fourier transzformaciéo viselkedésének jo

megkozelitéseit adja. A Fourier transzformacio diszkrét idejii formaja
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N .2zxnk
max -j 1
U(f)=U(nAf)=At » u(kAt)e N | Af =—
(H)=Ulear) k—ZN:mm( ) NAt (2.1.1)
k:(Nmin’NminJrl!'"’Nmax—l’Nmax)7

ahol u(t) a folytonos idéfiiggvény, At a mintavételi koz, N a minta elemszama, U(f) a
frekvencia spektrum, k pedig konstans értéket képvisel.

A folytonos Fourier transzformacidhoz hasonléan a DFT-nek is létezik az inverz parja,
amely segitségével a diszkrét frekvenciaspektrumbol szamithat6 ki a neki megfeleld diszkrét
idéfiiggvény, mindossze annyiban kiilonbozik az el6z6ektdl, hogy az exponensben az eldjel

pozitiv. Az inverz Fourier transzformacio diszkrét idejii forméban

N _2znk
u(t) =u(kat) = Af Y U(nAf)e N, At=——

%‘ (na) NAf (2.1.2)
n= (Nmin’ Nmin+1""’ Nmax,li Nmax)

Az itt bemutatott formuldk dimenzidhelyesek, és arra az esetre vonatkoznak, amikor a

mintavételi értékek a mintavételi 1dokozok kdzepére vonatkoznak.

2.2. A diszkrét Fourier transzformacio zajérzékenysége

Mivel mérési adataink mindig zajjal terheltek a feldolgozas, illetve értelmezés modszereit
abbdl a szempontbol is vizsgalnunk kell, hogy azok milyen mértékben zajérzékenyek. A
Fourier transzforméci6 egy linearis leképezés, diszkrét variansaiban (DFT, FFT) pedig a
frekvencia spektrumot inhomogén linearis algebrai egyenletrendszer megoldasaként
allithatjuk eld. Az el6zdek szerint érthetd tehat, hogy az id6tartomanyban jelentkezd zajt a
linearis transzformacioval leképezziik a frekvencia tartomanyba is, emiatt a Fourier

transzformacio diszkrét variansai igencsak zajérzékeny eljarasnak tekinthetok.

2.2.1. A zajérzékenység jellemzése

Az adatokat terhel6 hibak kovetkeztében a mért mennyiség pontos értékét nem ismerjiik,
ezért azt gyakran valamely mintajellemz6 értékkel (pl. szamtani atlag, median, leggyakoribb
érték) jellemezziik. Ezen mennyiségek jelentsen eltérhetnek egymastol, amelybdl az
kovetkezik, hogy a beldliik szarmaztatott hibajellemzdk értéke is kiilonbozik. Még nehezebb
a helyzet, ha méréseinkbdl az adatainkban rejl6 belsd informaciokra (pl. a foldtani szerkezet
jellemzoéire) vagyunk kivéancsiak. Ekkor rendszerint valamilyen modellt feltételeziink,

amelynek alapjan (a szerkezet feltételezett paramétereivel) adatokat szamitunk, és azokat
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Osszevetjiik a mért adatokkal. A két adatrendszer un. euklideszi tavolsadga (adattavolsag)
gyakran alkalmazott eszk6z a zajviszonyok jellemzésére (amiben persze a feltételezett
modell pontatlansaga is megjelenik). A geofizikai gyakorlatban - valamely modszer zajjal
szemben mutatott viselkedésének vizsgalatara - elfogadott eljaras a szintetikus adatokon
torténd tesztelés. Ekkor a mérési adatainkat szimulalo adatrendszerhez egy ismert modellen
szamitott (ismert eloszlast kovetd zajjal terhelt) adatokat generdlunk és azt a vizsgalt
eljarassal feldolgozva elemezziik (pl. az adattérben vagy a paramétertérben szamitott
tavolsagokkal). Ezt a metodust a DFT zajérzékenységének jellemzésére is hasznélhatjuk,

amit a kovetkezé numerikus példa is alatdmaszt.

2.2.2. Numerikus vizsgalatok

A diszkrét Fourier transzformacio (DFT) zajérzékenységének demonstralasara egy
numerikus példat mutatok be. A valasztott idéfiiggvény altalanos alakjat a (2.2.2.1.) egyenlet
szerint vettem fel a [-1, 1] intervallumban

u(t) = {K’c”e‘t sin(ot + ¢),t > 0}.

2.2.2.1.
0 <0 ( )

Az u(t)-ben szerepld gorog betiik jelolik az id6jel paramétereit, melyek értékeit a Matlab
programrendszerben a kovetkezOk szerint rogzitettem: k~738.91, n=2, =20, =40z, p=r/4.
A (2.2.2.1.) szerint felvett zajmentes idGtartomanybeli jel képét az 1. abran latjuk, mig a
mérési hibaktol mentes idojel DFT-vel szamitott frekvenciaspektrumat a 2. abran mutatom

be, amely nagyon jol egyezik az analitikusan kaphato eredménnyel.

0.8
0.6~

| '

{

A

02 ‘ M i
«\‘ I
/|
|

uo(t)

\ H“‘H\ :
0.2 | H‘ [ g
il '
0.6 ‘\ H | i

0.8 \

" -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1. dbra: A zajmentes jel az id6tartomanyban
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10 20 30 40

10 20 30 40

f [Ii)lz]

2. dbra: A zajmentes jel DFT frekvenciaspektrumanak valos és képzetes része

A mérési gyakorlatban rendszerint véletlen természetli zaj rakodik a jelre. A zaj
statisztikdjarol altalaban keveset tudunk, ezért példankban kétféle zajos adatrendszert
generaltam: az 1. adatrendszer (3. dbra) a Gauss-eloszlast, a II. adatrendszer (4. abra) pedig
a kiugroan zajos adatrendszer modellezésére altalanosan hasznalt un. Cauchy-eloszlast
kovetd zajt tartalmaz. A két adatrendszer DFT alkalmazasa utan az 5., illetve a 6. abran
lathatdo spektrumot adja. Jol lathato, hogy az |. adatrendszer Fourier spektruma
elfogadhatéan koveti a zajmentes spektrumot, mig a II. jel esetében a spektrum alig
felismerhet6. Ez igazolja, hogy a Fourier transzformaci6 hagyomanyos diszkrét
implementacidi zajérzékenyek kiilonosen nem Gauss-eloszlasu zajstatisztikak esetén. Ezért
is sziikséges és fontos olyan robusztus (a zaj eloszlasatol kevésbé fliggd) Fourier
transzformacios eljaras kifejlesztése, amellyel a transzformécio zajérzékenységének
csokkentése révén, a feldolgozasi és értelmezési mdodszerek pontossaga és megbizhatdsadga

novelhetd (Szegedi és Dobroka 2012).
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u (I) Gauss

U(t) Cauchy

-0.8— -

-0.2

0.4

-0.6 [

-0.8—~

1 T T T T T T
-u0(t): zajmentes id&jel
un(t): Gauss zajos idgjel
0.8 -
0.6 -
0.4~ -

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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3. abra: |. adatrendszerbeli zajos id6jel

uo(t): zajmentes idéjel
un(t): Cauchy zajos idéjel

0.8~

1 r r i r r

0
t[s]

4. abra: 1. adatrendszerbeli zajos iddjel
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Re UO(f): zajmentes spektrum valos része
Re Un(f): Gauss zajos spektrum valds része

Re U(H) O

1

~Im UO(f): zajmentes spektrum képzetes része
Im Un(f): Gauss zajos spektrum képzetes része

Imu() o7

5. abra: Gauss zajjal terhelt adatrendszer DFT-vel szamitott frekvenciaspektruma

0.1 T T
Re UO(f): zajmentes spektrum valés része
0.051- | Re Un(f): Cauchy zajos spektrum valds része
Iy \ A
5 \ l
€ o ML A
]
[0}
& 005/~ .
0.1 [ [ [ [ [ r [
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f[Hz]
0.1 T T T

~Im UO(f): zajmentes spektrum képzetes része
Im Un(f): Cauchy zajos spektrum képzetes része

Im U o7

[
-10 0 10 20 30 40
f[Hz]

6. abra: Cauchy zajjal terhelt adatrendszer DFT-vel szamitott frekvenciaspektruma

2.3. A probléma megoldasa inverzi6 alkalmazasaval

Az elézéekben bemutatott zajérzékenység indokolja a DFT-t kivalto, a zajokkal szemben
fokozottan rezisztens eljarasok fejlesztését. Manapsag a digitalis jelfeldolgozasban a zaj
mértékének csokkentésére kiillonbozd sziirési technikdk széleskori alkalmazasa valik
elérhetévé. A geofizikai inverzid gyakorlatdban a mérési adatok szdma éltaldban sziikség
szerint ndvelhetd, mellyel a zajelnyomas lehetdvé valik. A talhatarozott inverz feladatot

megoldd eljarasok kész eszkozrendszert kinalnak a mérési hibakkal terhelt
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adatrendszerekben foglalt informacié kiolvasasara. Adédik a gondolat, hogy a Fourier
transzforméciot, mint tulhatarozott inverz feladatot fogalmazzuk meg. Ezt az utat kdvetve
PhD értekezésében Vass Péter inverzios alap Fourier transzformacios eljarast mutatott be,
melynek zajelnyomo képességét meggy6zben bizonyitotta (Vass 2010).

Ertekezésem 4. és 5. fejezetében én is ezt a gondolatot kovetem azzal a kiilonbséggel, hogy
a sorfejtéses inverzional bazisfliggvényként valasztott Hermite fiiggvények egy specialis
tulajdonsagat hasznalom fel, mialtal a linearizalt inverzié Jacobi-matrixat, mint komplex
integralt nem kell kiszamitani, ehelyett elegend? a sajatértékkel vald szorzas, ami a szamitasi
1d6 jelentds csokkentését teszi lehetdvé. Az inverzids Fourier transzformacios eljaras
robusztifikalasa érdekében az iterativ Gjrastlyozas modszerében Steiner-stlyokat

alkalmazok, amely altal a zajjal szembeni rezisztencia tovabb novelhetd.
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

3. A geofizikai inverzi6 modszereinek attekintése a zajérzékenység és zajelnyomas
szempontjabol
A geofizikai inverz modellezést altalaban megel6zi egy foldtani modell megalkotasa, mely
soran a probléma szempontjabol 1ényeges tulajdonsagokat kiemeljiik, a 1ényegtelencket
pedig elhagyjuk. Matematikai szempontbol nézve a geofizikai inverzi6 olyan optimalizacios
eljaras, amely a mért és szamitott adatok illesztésével allitja el a modell paramétereit. Az
inverzié folyaman azzal a feltételezéssel €liink, hogy a mért adatok és a foldtani modellen
szamitott adatok kozott kapcsolat all fenn, és valamilyen algoritmus segitségével ugy
valtoztatjuk meg a modellt jellemzd paramétereket, hogy a mért és szdmitott adatok
egyezésének javuldsat érjiik el. Ezt az eljardst egy eldre meghatarozott feltétel
(stopkritérium) teljesiiléséig folytatjuk. Az inverzidé gyakorlataban ismeretes, hogy sem a
modell, sem a mérési adatrendszer nem mentes a hibaktol. A modellbdl szarmazo hiba
nagysaga a modell finomitasaval érhet6 el. A méréseinket terheld véletlen hibak hatasat a
mérési adatok szaméanak novelésével és megfeleld inverzids eljaras alkalmazéasaval
redukalhatjuk. A talhatarozott lineéaris inverz feladatok megoldasira szamos jol bevalt
technika ismert. Ezek koziil ebben a fejezetben részletesebben csak a késobbi targyalas

szempontjabol fontos modszereket tekintem at.

3.1. Alegkisebb négyzetek (LSQ) médszere

Ahhoz, hogy a valasztott foldtani modell paramétereit meghatarozhassuk terepi mérési
adatokat gytjtiink, amelyek informaciot hordoznak a modellparaméterekrél. E kapcsolatot

biztositd 0sszefiiggés altalanos megnevezése a

d = g(m) (3.1.1)
direkt feladat, amely rendszerint nemlinearis kapcsolatot tiikroz. A geofizikai inverzidban
gyakori a direkt probléma linearizalasa a paramétertér valamely m, pontja koriil, azaz
kozelitsiikk a g(m) fliggvényt az

m=m, +om
pontban Taylor sora els6 két tagjaval

d, =g, (m | 9 ) k=12,.N
ey _gk(mo)+z a mjl ( = 4L,4,... )
i1\ om;

]

0

Bevezetve a
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

a9
LN
J My

¢sa d” =g, (M) jelolést a (3.1.1.) egyenlet igy is irhatd

M
d, =d® +> G,om,,
j=1

vagy vektor alakban

d, =d© +Gam
Az itt bevezetett G matrix neve Jacobi-matrix. A od =d, -d© jelolést alkalmazva

lathatjuk, hogy 5d = Gom, azaz linearis egyenletre jutottunk. Ha a direkt feladat linearis,

(mint pl. a késObb targyalandd inverz Fourier transzformacid esetében) a szamitott adatok
¢s a paraméterek kozotti kapcsolat

d=Gm

IIO

alaki. Az egységes nevezektan miatt a tovabbiakban a G egyiitthato matrixot ekkor is

Jacobi matrixnak nevezziik.
A mért adatok vektora és a szdmitott adatok vektora kozott, ill. a megalkotott foldtani modell
¢és a valodi objektum kozott minden esetben kiilonbség all fenn. Tekintve, hogy mérési

adataink zajosak, az inverzidban szokasos a mért adatok d_ vektora és a direkt feladat
megoldasaval eldallitott szamitott adatok d_, vektora kozotti eltérés (vagy hiba) vektor

bevezetése

§=d_-d_, (3.1.2.)

m e

vagy linearizalva
§=d, —d-Gom,
amely altalaban nem zérus vektor és elemei rendszerint nem is tehetok zérussa (pl. a mérési

adatokban mindig jelenlévé zaj miatt). A két adatrendszer illeszkedésének jellemzésére

bevezetjiik az

E=E(d, - g(m)) (3.13)

minimalizdland6 fiiggvényt, amely a mért és szamitott adatok illeszkedését jellemzo

skalarként hasznalhato.
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

A talhatérozott inverz probléma hibéaval terhelt mérési adatrendszerek esetén ellentmondé
egyenletrendszerre vezet, melynek matematikai értelemben nincs megoldasa. llyenkor
altalaban olyan paramétervektort keresiink, amely minimalizalja a (3.1.2.) hibavektor
valamely normajat. A leggyakrabban alkalmazott modszer a legkisebb négyzetek elve (Least

Squares Method), mely szerint a mért és szamitott adatok eltérései négyzetosszegének

N N M M
2
E, =) ¢ :Z(dk -Gy mj)(dk -Gy mij (3.1.4)
' i1
minimumahoz tartoz6 paraméter értékeket tekinthetjiik elfogadhaténak. A minimum feltétel
a (3.1.5.) normélegyenletre vezet

Gy dy, (3.1.5)

N
k=: 1

M
Zmi ZGki le =

N
i=1 1 k=

melyet vektorialis alakban (3.1.6.) szerint is irhatunk (Menke 1984)

G'Gm=G'd. (3.1.6.)

Ezen az Gton tehat a nemlinedris inverz probléma linearizalas utjdn megoldhato
m=(c"c) c'd. (3.17)
A (3.1.6.) egyenlet a Gauss-féle legkisebb négyzetek modszerének normalegyenlete, ahol
E jeloli a probléma Jacobi-matrixat, T a transzponalas jele. A (=3 matrix megadasahoz
elengedhetetlen a dd/om differencialhanyadosok numerikus szamitasa, ebbdl adoddan a
(3.1.6.)-ban szerepld ETE (az egyenletrendszer matrixa) erdsen befolydsolja az

egyenletrendszer megoldasaval kapott eredmény megbizhatosagat. Ezt a ,.kockazatot” Gn.
kondicio szammal jellemezziik. A leggyakrabban alkalmazott kondicioszam a

<=

4

max|

, (3.1.8)

min|

ahola A, és A, a T(=3 matrix legnagyobb és legkisebb sajatértéke. Minél nagyobb a

min

[Nep)

9 (_3 matrix kondicidoszdma, anndl rosszabbul kondicionalt linedris egyenletrendszert

kapunk, aminek egyik ,tiinete”, hogy a megoldas jelentdsen eltérhet a mért adatok
kismértékli megvaltozasa miatt. Az LSQ inverzios eljaras akkor vezet optimalis eredményre,
ha a mérési adatokat terhel zaj eloszlasa Gauss-eloszlast. A 4.3. alfejezetben egy példan
keresztiil fogom demonstralni, mi torténik abban az esetben, ha a mérési adatokban kiugréan

zajos adatok (outlierek) is el6fordulnak.
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

3.2. Az iterativ Gjrasilyozas (IRLS) modszere

Az el6z06 alfejezetben bemutatott LSQ eljarast altalanosithatjuk tetszdleges p-re definialt

N 1/p
E, =Lz_l:|ek|p} (3.2.1)

norma esetére is. A probléma a sulyozott legkisebb négyzetek modszerére vezethetd vissza,

ekkor a minimalizalando funkcional

N
E, => W,e’ (3.2.2)
k=1

alaki. A gyakorlat szempontjabél a p=1 eset fontos, amit az iterativ ujrasulyozas

modszerével oldhatunk meg, bevezetve a

-1

M
Wi = (dy _ZGki m; (3.2.3)
i-1
sulyokat. Az eljaras keretében a sulymatrix elemeit az el6z0 iteracidbol kapjuk és igy a
G'WGm=G'Wd (3.2.4.)

linearis normal egyenletrendszert megoldva jutunk eredményre.

Az iterativ Ujrastlyozas modszerét Scales et al. (1988) nemlinedris inverz feladat
megoldasanak iterativ uton valo eléallitasara alkalmazta ugy, hogy az egyes iteracios
1épésekben, az el6zd 1épés eredménye alapjdan meghatarozott eltérésvektor elemeivel

szamitja Gjraa W, stlyokat. Ezaltal minden iteracidban linearis inverz feladatot oldhatunk

meg. Az iteraci6 elsé Iépésében a (3.1.6.)-nak megfeleld linearis normalegyenlet rendszerbdl
indulunk ki, eredményként a kozelité

m® =(G'c) c"d (325)
vektort kapjuk, amellyel képezziik az

e =d-Gm® (3.2.6.)

eltérés (hiba) vektort és ennek elemeivel képezziik a w © sulymatrixot. Az iteracio masodik

1épésében a (3.2.4.)-nek megfelelden a w sulymatrixot kozelitd w @ -gyel felirt
c'w¥em®=c'w?”d 3.2.7)

normal egyenletet kell megoldanunk. A (3.2.7.) egyenletet az iteracio j-ik 1épésében
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&,
I E
'L
o)
3/\
no
I E
Q.

(3.2.8)

alakban irhatjuk, amely visszavezet a stlyozott legkisebb négyzetek modszeréhez. Ezt az
iterativ eljarast addig folytatjuk, mig egy elére meghatarozott stopkritérium nem teljesiil. A

(3.2.4.) nemlinearis egyenlet megoldasat ezzel egyre pontosabban kozelithetjiik.

3.2.1. Alegkisebb abszolit eltérés (LAD) modszere

Abban az esetben, ha a mérési adatrendszeriink Gauss-eloszlastol eltérd statisztikat kovet, a
geofizikai alkalmazasokban az Lp-normat minimalizal6 inverziés modszerek koziil a p=1-
nek megfeleld legkisebb abszolut eltérés (LAD) moddszere sikeresen hasznalhato (Scales et
al. 1988). Mivel p=1 mellett a sulymatrix féatlobeli elemeit a (3.2.1.1.) alapjan hatarozzuk

meg

Wy =7— (3.21.1)

az adodik, hogy az adatok annal kisebb sullyal rendelkeznek, minél nagyobb volt az el6z6
iteracioban az eltérésiik a szamitott értéktdl, igy a sulymatrixot minden iteracios eljarasban
ujra szamitjuk (Iterativ Gjrastilyozas: IRLS). Ett] a modszertdl tehat azt varhatjuk, hogy az

adatrendszerben jelentkezd kiugrdan nagy hibak hatasat elnyomja.

3.2.2. Cauchy-silyokkal definialt silyozott IRLS modszer

Mivel a (3.2.1.1.) stilyok hibatlan adatoknal szingularisak, numerikusan stabilizalhatjuk az

algoritmust az &® paraméter bevezetésével W, = , vagy a numerikusan meég

e’ +le |
2
kedvez8bb w,, = 28 o stlyok alkalmazasaval. Ettd] mar csak egy 1épés a
£ +le,
o’ (3.22.1)
W, =—2 2.2.1.
ot rel

un. Cauchy-stlyok alkalmazasa, amely kiilondsen elényds kiugroan zajos adatok inverzios
feldolgozasa soran (Amundsen 1991).

Adodhat a gondolat, hogy az inverziés Fourier transzformacio robusztifikalasara az iterativ
ujrasulyozas Cauchy-sulyokkal megfogalmazott valtozatat alkalmazzuk. Ezt a feladatot

Vass (2010) oldotta meg. Az eljaras keretében a o? skala paramétereket elézetesen ismerni
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

kell. Dobréka et al. (1991) megmutatta, hogy az inverz feladat megoldasara a Steiner
professzor altal bevezetett Leggyakoribb érték modszer (Most Frequent Value - MFV)
szerint szamitott sulyok kiilondsen jol alkalmazhatok. A szakirodalomban korabban MFV-
stlyoknak, témavezetémmel publikalt (Dobroka et al. 2014) dolgozatunkban Steiner-
sulyoknak nevezett stlymatrix elemekben a o2 skala paraméterek egy belsd iteracioban
kapnak automatikusan értéket. Ezért doktori kutatasaim soran a Steiner-sulyokkal definialt

iterativ Gjrastilyozas modszerét alkalmaztam.

3.2.3. Steiner-silyokkal definialt IRLS moédszer

A Cauchy-stlyoknak - bar hatékonyan csékkentik a kiugré adatok hatasat - megvan az a
hatranyuk, hogy a o paramétereket dnkényesen, tapasztalati uton kell meghataroznunk. E
hatrany miatt kezdtem el dolgozni a Steiner-sulyokkal. A Steiner professzor altal
kidolgozott, Gn. Leggyakoribb érték modszer (Steiner 1988) felhasznalasa kiilonosen
elényos, mert a Cauchy-sulyokban szereplé o2 skalaparaméterecket - nevezzik a
tovabbiakban &2 paramétereknek (Steiner-féle skalatényezd: dihéziok) - a mérési

adatrendszerilink statisztikajabol szarmaztatja le egy belsé iteracios eljarasban (Steiner

1997). Az iteracio (j+1)-ik Iépésében az € (j.1) az 8? ismeretében meghatarozhato

2
2 _o A TR (3.2.3.1)

2
>
k=1 €J-2+e|f

ahol a 0-ik 1épésben az &, kezdd érték adott (3.2.3.2.) szerint

gy < @(emax —€.n) (3.2.3.2)

(Steiner 1988, 1997). Ezek utan a stop kritériumot mar tapasztalati ton konnyen
meghatdrozhatjuk (pl. az iteracié szamanak rogzitésével). Végiil a Steiner-stilyokat az utolso

iteracio soran elfogadott &°skalaparaméterrel (3.2.3.3.) alapjan definialhatjuk

2

W, = —> (3.2.3.3)

g’ +el

Mivel a Steiner-sulyok tartalmazzék az e, mennyiségek inverzids ismeretlenjeit, a (3.2.2.)

alapjan felirhaté probléma nemlinearis, ezért a feladat ismét az iterativ Ujrastilyozas

modszerének (IRLS) alkalmazasaval oldhato meg (Scales et al. 1988). igy a Steiner-stlyok
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

segitségével és az iterativ ujrasulyozas modszerével igen hatékony robusztus és rezisztens

inverzios eljarasok definialhatok (Dobroka et al. 1991).

4. A Fourier transzformacio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

A 2. fejezet a Fourier transzformacio zajérzékenységét szemléltette egy numerikus példan
keresztiil. A fejezeten beliil lathattuk, hogy a mérési adatokban hordozott zaj ellen
legsikeresebben nagyszamu adat felhasznalasaval védekezhetiink ugy, hogy a Fourier

transzformaciot inverz feladatként fogalmazzuk meg.

4.1. Elézmények

Az ME Geofizikai Tanszékén évtizedek Ota kovetett kutatasi irdny a sorfejtéses inverzio,
amelynek keretében a kutatandé modell (pl. foldtani szerkezet) valamilyen folytonos
valtozotol (pl. hely, frekvencia, lecsengési idO stb.) fliggé modellparaméterét alkalmasan
valasztott bazisfliggvények szerinti sorfejtés formdjdban irjuk fel ¢és a sorfejtési
egyiitthatokra fogalmazunk meg (rendszerint) tulhatdrozott inverz feladatot. Az ME
Geofizikai Tanszékének kutatdi ezt az eljarast kiillonbozd geofizikai mddszerek inverzids
feldolgozasaban az elmult évtizedek alatt nagy hatékonysdggal alkalmaztdk (Vass és
Dobroka (2010), Dobroka és Volgyesi (2010), Gyulai et al. (2010), Gyulai és Ormos (1999),
Kis (1998, 2002), Turai et al. (2010), Turai (1981), Dobroka és Szabo (2010), Szabo (2004)).
Ehhez a kutatasi iranyhoz igazodva, az inverzios Fourier transzformacios eljarast sorfejtéses
diszkretizalasra alapoztam. Ebben a részben kdvettem Vass (2010) munkassagat, aki PhD
értekezésében Hermite fliggvények, intervallumon konstans fiiggvények, valamint Dirac-
féle delta fliggvények bazisfiiggvényekként valo alkalmazhatosagat vizsgalta. Az inverzios

eljarast azonban 1j, matematikailag kdvetkezetes formalizmus segitségével épitem fel.

4.2. Az inverzios alapu Fourier transzformacié uj algoritmusa

Az inverzids Fourier transzformacio6 esetében a folytonos frekvencia spektrumot valamely

alkalmasan valasztott ¥ (w) frekvenciafliggd bazisfliggvény rendszer szerint fejtjiikk sorba
M

U(@)=YB, ¥, (), (42.1)
n=1

ahol Bn jeldli a komplex sorfejtési egyiitthatokat és ‘¥, (@) az n-ik ismert bazisfiiggvényt.
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

A Fourier transzformacional a direkt feladat megoldasat ado eljaras az inverz Fourier

transzformacio, amely k-ik mérési minta esetén a (4.2.2.) formaban definialhato

TU(a))ej“"kdw. (4.2.2)

1
Vor !,

A (4.2.1.) egyenletet behelyettesitve a (4.2.2.) formulaba a szamitott érték megadhatd

u (elm) (t ) U (elm) _

u®m(t,) = J(ZB ‘P(a))J el dw = ZB I‘P (w)e'“dw, (4.2.3)

n=1

—00

vagy bevezetve a Jacobi-matrixot

G, :%T‘P (@) do=F ¥ (@)} (4.2.4)

a sorfejtési egylitthatokban linedris

ulm = ZB Gy, (4.2.5)

egyenletre jutunk. A (4.2.4.) kifejezés egy NXxM méretii matrixot eredményez, amelynél N
jeloli a mért adatok szamat és M a sorfejtésben figyelembe vett ismeretlen tagok (sorfejtési

egylitthatok) szamat.

4.2.1. A bazisfiiggvények egy lehetséges megvalasztasa

Mint (4.2.4.) alapjan lathato, a Jacobi-matrix elemei a bazisfiiggvény rendszer inverz Fourier
transzformaltjaiként is felfoghatok. Ez egy komplex integral kiszamitasat igényli a (-, )
hatarok kozott, ami rendszerint idéigényes feladat. Ennek elkeriilésére adodhat a gondolat,
hogy a bazisfiiggvényeket az inverz Fourier transzformacio sajatfiiggvényei koziil valasszuk

(ha ezek 1éteznek), hiszen ekkor

FHE (@)} =29, (),
ezaltal pedig a Jacobi-matrix elemeit egy szorzassal megkaphatjuk

Gin :?_l{\{'n (a))}zﬂ’l}]n (t), (4.2.1.1)
ahol 1 jeldli a sajatértéket, W, (t,) a sajatfiiggvényt.
A Fourier transzformacié ¢és inverzének sajatfliggvényei a matematikaban részletes
vizsgalatot nyertek. Vaidyanathan (2008) bebizonyitotta, hogy ha valamely Y,()

fliggvény az inverz Fourier transzformacié sajatfiiggvénye A sajatértékkel, akkor
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

d ¥, (o)
do

szintén sajatfiiggvénye jA sajatértékkel, igy tehat

Y (0) =¥, (o) -

FHY, (w)} = JAP,(L) .

A fenti eljarast folytatva

¥, (0) = 0¥ (o) - T
do
vagy altalaban
d an—l (CO)

\Pn ((D) = m\Pn—l ((D) - do

is sajatfiiggvény "1 sajatértékkel. Legyen a general6 fiiggvény most
Yy (0) = g2 )

amely az #*/ sajatfiiggvénye

ff"l{e’“’z/z }= %Te‘”z/z el dep = e 72,

ahol a sajatérték 1 =1. A (4.2.1.3.) szerint

¥, (0) = 0¥, (o) - m — (zw)e—mz/z

®
¥, (0) = 0¥ (o) - % = (40° - 2)e“”2/2
Y3 (0) = 0¥, (o) - d \iz ©) _ (B0 —120)e "

(4.2.1.2)

(4.2.1.3.)

(4.2.1.4)

(4.2.15)

kifejezések is az inverz Fourier transzformacio sajatfiiggvényei |" sajatértékkel és az eljaras
] 1 ggveny 1 i

tetszleges n-ig folytathaté (n=1, 2, ..., N). Eszrevehetjiik, hogy a (zardjelben levé)

polinomok sorozata koveti az alabbi formulat

1 (@) = 20h? (@) —2nh?) (),

(4.2.1.6.)

amely az Hermite-polinomok rekurziés formulaja (Szegedi és Dobroka 2014). {gy tehat arra

az eredményre jutunk, hogy a Vaidyanathan (2008) altal javasolt eljaras a (4.2.1.4.) generalod

fiiggvényekkel a

¥, (0) =h{® ()"

sajatfiiggvényeket allitja eld, mint az inverz Fourier transzformacio sajatfliggvényeit,

melyek (normal6 tényezo6tol eltekintve) a H () (w) Hermite fliggvényeknek felelnek meg.
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

Ez az eredmény a matematikaban ismert (Duoandikoetxea 1995), azonban a fenti eljarassal
tovabbi, az inverziés Fourier transzformdcioban alkalmazhat6 sajatfiiggvények is

eldallithatok.

4.2.2. Az Hermite fiiggvények, mint bazisfiiggvények

A (3.1.1.) direkt feladat egyenletében szereplé modellparaméterek a sorfejtési egylitthatok,
melyek meghatarozasa jelenti az inverz feladat megoldasat. A sorfejtéses geofizikai inverzio
teriiletén célszeri négyzetesen integralhato, teljes, ortogonalis és normalt bazisfiiggvény
rendszereket alkalmaznunk az inverzids feladat numerikus stabilitasanak javitasa érdekében
(a tobbértelmiiségi probléma kikiiszobolése végett). Fontos feladat a bazisfiiggvények helyes
valasztasa, mert jO megvalasztasuk esetén az adatok szamatol joval kisebb szamu sorfejtési
egyiitthato tag mar elegendd pontossaggal kozeliti a frekvenciaspektrumot, mely altalanos
esetben a valos szamok (-oo, o0) intervalluman értelmezett. A fenti megfontolassal valasztotta
Vass (2010) az Hermite fliggvényeket az inverzids alapti Fourier transzformacio bazis
fliggvényeinek. Az el6zéekben Vaidyanathan (2008) eljarasat kovetve belathattuk, hogy az
Hermite fliggvények az inverz Fourier transzformacio sajatfiiggvényei, ami a Jacobi-matrix
eldallitasat rendkiviili mértékben egyszerisiti. Ahhoz, hogy az alapértelmezésii Hermite
fiiggvényeket szamitani tudjuk, ismerniink kell kiilonb6z6 n értékek mellett az Hermite-
polinomokat, melyek a Rodriguez-formula alapjan hatarozhatok meg (Ney da Silva és de
Campos 2006)

hO® (@) = (-1)"e”’ (dij e, n=012,..,N. (4.2.2.1)
(0]

Kozottiik fennall az alabbi rekurzios formula

h% (@) = 20h{” (0) - 2nh{% (@), (4.2.2.2)
ahol h{” (w) =1, h{? (w) = 2w . AZ Hermite-polinomokra teljesiil a (4.2.2.3.) ortogonalitasi
feltétel

) O,n=m
_fe—w h® (@) h () dw = 2nn!\/;5nm y O :{1 nfm , (4.2.2.3)

ahol dnm a Kronecker szimbolumot jeloli. E formula alapjan definialni tudjuk az alap

értelmezésli (normalt) H © () Hermite fliggvényt
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4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

HO(@)=——2"2 (n=012,..) . (4.2.24)

AH r(,o) () fiiggvény nemcsak teljes, ortogonalis, hanem mar (4.2.2.3.) szerint ortonormalt

rendszert is alkot

[HP (@) HY (@) do =5, . (4.2.25)

A fentiekben lathattuk, hogy az Hermite fliggvények sajatos tulajdonsaga, hogy az inverz

Fourier transzformacionak sajatfliggvényei

7 HO (@)f=()"HO (), (4.2.2.6)
a Fourier transzformacio esetében pedig

FHO O} =0)"HO (o). (42.2.7)
Torekvésiink szerint ez azzal az eldnnyel jar, hogy a Jacobi-matrix (4.2.4.) kifejezését, mint
komplex integralt nem kell kiszamitani, elegendd a sajatértékkel valod szorzas.

Az alap Hermite fiiggvényeket bazisfiiggvényként sorfejtéses alakban irhatjuk a (4.2.2.8.)

alapjan
M
U(w)=> B, H, (»), (4.2.2.8.)
=1

ahol B, a modellparamétereket, jelen esetben az inverzid keretében becsiilt ismeretlen

sorfejtési egylitthatokat jeloli.

4.2.3. A skalazott Hermite fiiggvények

Az adatfeldolgozasban szerepld problémak valtozatossdga miatt az Hermite fliggvényeket
skalaznunk kell. A modositott (skalazott) Hermite-polinomok Rodriguez-formulja
(4.2.2.1.) helyett igy

h (o,a) = (-1)"e*”" (iJ e (4.23.1)
do

¢és ennek kovetkeztében a (4.2.2.2.) rekurzids formula is médosul
h...(®a)=20ah, (o,a)-2nah (o a), (4.2.3.2)
ahol « a skalazasi tényezo €s h, (w,a) =1, h, (@, ) = 2aco (Grobner és Hoffreiter 1958).

A skalazott Hermite-polinomok esetében is felirhatd az ortogonalitasi relacio

-21 -



4. A Fourier transzformdcio, mint sorfejtéssel diszkretizalt inverz feladat

Te—mz h. (o, @) h (0, a)do = \/E(Za)" nis, . (4.2.3.3)
—w o

A skalazott Hermite fiiggvény pedig az alabbi kifejezéssel adhatdé meg

2
a

e Thn(a), a)

1/\/;n!(ZOt)n
a

ahol hn (w,a) a skalazott Hermite-polinomot, a nevezdben szerepld kifejezés a normalod

H (0,a)= (4.2.34)

tényez6t jeloli. Az igy bevezetett Hermite fliggvények szintén ortonormaltak (4.2.3.3.)

szerint
[H. (@) H, (0,0)do=5,,. (4.2.35)

A frekvenciaspektrumot (4.2.3.6.) alapjan hatarozhatjuk meg, ha a skalazott Hermite

fliggvényeket bazisfiiggvényként hasznaljuk
M
U(w)=> B, H,(wa). (4.2.3.6.)
=1

Az alabbi jelolés bevezetésével

o' =~Jaw (4.2.3.7)
a modositott Hermite-polinomok visszavezethetok az alapesetre. Helyettesitsiik be a
(4.2.3.7.) egyenletet a (4.2.3.1.) kifejezésbe. Ekkor a (4.2.2.1.) egyenlet helyett adodik

Ny (,0) = (Vo) (-1)e” %je
- (Ja) h? (@) = (Ja) h (e,

Hasonloan az el6zéekhez, a modositott Hermite fliggvények is visszavezetheték az

(4.2.3.8.)

alapértelmezésti H ( (o) fliggvényekre. A (4.2.3.4.) egyenlet szerint a kdvetkezd formulat

kapjuk

e (@) hOw) (o8 N0 w)

\/J;\/l_nggna” JWrni2" (4.2.3.9)

a
Yo HO (@) = Ya HO (o).

A (4.2.4.) Jacobi-matrix a Hn (w,a) bazisfiiggvényekkel irva a kovetkezé alakot 6lti

H, (@,a)
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1 5 i
G,=—— |H (0,a) e do, (4.2.3.10))
“ 27 _'[O
amit a (4.2.3.9.) egyenlet felhasznalasaval (4.2.3.11.) szerint is irhatunk
1 5 i
G, =—— [Ya HO(0') e'*" do. (4.2.3.11)
“ N2 '[O
Az ot=0't", @ =+aw and t'= t bevezetésével a Jacobi-matrix kdnnyen szamithato
a
Gy =t [HO @) &% dor=—— 7 [HO (o)) (4.2312)
o \/_ Yo

Az Hermite fliggvények (4.2.2.6.) tulajdonsagat felhasznalva a G, Jacobi-matrix jra irhato

egyszeriibb formaban

Lo yngogy 2 ) Lof b
G =—()"HOt)="2=H ,
kn %(J) n ( ) % n (\/EJ (42313)

amivel a Jacobi-matrix egyszeriien és gyorsan meghatarozhatd. (Mas bazisfiiggvények

alkalmazéasa esetén a Jacobi-matrix elemeit egy komplex integral kiszamitasaval
hatdrozhatjuk meg, ami a szamitdsi i1d6t nagysagrendileg megndveli.) Az Hermite
fliggvényeknek ez az elényos tulajdonsaga kiilonosen fontos (a geofizikai alkalmazasokban
gyakran el6forduld) kétvaltozos Fourier transzformacio esetén, mint azt majd latni fogjuk a

6. és 7. fejezetben.

4.2.4. LSQ algoritmus skalazott Hermite fiiggvényekre alapozva (LSQ-FT)

A fentiek szerint a direkt feladatban szerepl6 Jacobi-matrix elemei (4.2.3.13.) segitségével
egyszertien €s gyorsan eléallithatok, igy a talhatarozott inverz feladat megfogalmazhato. Ez
esetben a mérési adatok szama nagyobb, mint a meghatarozando6 paraméterek szama (N>M).

A mért adatok vektora és a szdmitott adatok vektora kozotti eltérés igy irhato

ek (mert) u(szamltott) _ u(mert) Z B Gkn ) (4241)

L2-norma vélasztasa mellett a célfiiggvény

N

ZN:elf Z( (mert) szamltott)) Z (U (mért) i Bn Gkn )2 (4242)
k=1 n=1

k=1
minimumanal kapjuk a talhatdrozott inverz feladat megoldasat. Ekkor a Gauss-féle

legkisebb négyzetek (LSQ) mddszerének normalegyenlet rendszeréhez jutunk
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T

I®
[o)

B=G'u™" (4.2.4.3)

A (4.2.4.3.) normalegyenlet rendszer megoldasaval a modellparaméter értékek (Bn sorfejtési

egylitthatok) becstilhetok
B=(G'G)'G" u™", (4.2.4.4.)

ezek ismeretében a frekvenciaspektrum tetszéleges frekvencian elallithato
M
U (@) = > BX*" W (o), (4.245.)
n=1

ahol a ¥, (w) (4.2.3.9.) egyenlete szerint adott. Az Hermite fiiggvényekkel diszkretizalt H-
LSQ-FT eljarast PhD értekezésében Vass (2010) targyalta. A fentieckben megmutatott LSQ-

FT eljaras algoritmusaban eltér a Vass altal kozoltektdl, amennyiben a Jacobi-matrix
eldallitasdban az Hermite fliggvényeket, mint a Fourier transzformécio sajatfiiggvényeit
hasznaljuk fel, ami a Jacobi-matrix el6allitdsdban fontos szerepet kap. Itt kell ramutatnom,
hogy a jelen értekezésben kidolgozott inverzids alapti Fourier transzformécios eljarasok
megnevezésében eltérek Vass (2010) nevezéktanatol. Az emlitett dolgozatban ugyanis a
Szerz6 kiilonbozé bazisfiiggvények alkalmazisaval definidlt inverziés Fourier
transzformacios eljarasokat vezetett be (H-LSQ-FT, C-LSQ-FT, D-LSQ-FT, aszerint, hogy
Hermite-, Cellanként konstans-, vagy Dirac-delta fiiggvényekkel diszkretizalt). A Jelen
értekezésben csupan Hermite fliggvények szerinti sorfejtést alkalmazok, ezért lehetséges, de
nem sziikségszerli a (Vass (2010)-ben megkiilonboztetésre hasznalt) H- eldtag kiirasa.
Ennek elhagyasa anndl is inkdbb indokolt, mivel a dolgozat alapgondolatdnak Iényeges
eleme az, hogy a diszkretizaciora hasznalt fliggvény a Fourier transzformacio
sajatfliggvénye legyen, és mint ilyet csupan az Hermite fliggvényeket alkalmaztam.

Ha a mérési adatsort terheld véletlen zaj eloszlasa eltér a Gauss-eloszlastol, ill. tobbféle
forrasbol szarmazo eltérd eloszlasu zajok hatasa egyiittesen érvényesiil, a fenti inverzids
eljaras nem ad optimalis becslést. Ilyen esetben mas modszer megvalasztasa sziikséges. Az
1j, skalazott Hermite fliggvényekre alapozott LSQ-FT algoritmus vizsgélatat egy numerikus

példan keresztiil szemléltetem.

4.3. Numerikus vizsgalatok

A 2.2.2. alfejezetben bemutatott, szintetikusan eléallitott bemend adatrendszeriinket Gauss
(I. adatrendszer), ill. Cauchy zajjal terheltem (II. adatrendszer) és teszteltem a fentiekben
bevezetett Hermite fliggvénysoros diszkretizalast, valamint a Gauss-féle legkisebb
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négyzetek modszerét alkalmazoé inverzids Fourier transzformacios eljarast (LSQ-FT). A
Gauss eloszlast koveto zajjal terhelt idojel képét a 3. abra szemléltette. A 7. dbran az LSQ-
FT inverzioval eldallitott Gauss zajos frekvenciaspektrum valos és képzetes része lathato. A
konnyebb 0Osszehasonlithatdosag érdekében piros szinnel jelenitettem meg az eredeti
zajmentes frekvenciaspektrumot, kék szinnel pedig az inverzioval eldallitott
frekvenciaspektrumot. Ez alapjan mondhatom, hogy az algoritmusban (M=120 sorfejtési
egyiitthatd érték beallitasa mellett) inverzids eredményiil kapott spektrum elegendd
pontossaggal kozeliti az eredeti frekvencia spektrumot (1d. 2. dbra). A 8. dbran a Gauss zajos
adatokbol LSQ-FT-vel eldallitott spektrum inverz Fourier transzformacidjaval szamitott

iddjelét szemléltetem.

) —Re UO(): zajmentes spektrum valds része
0051 ‘ — Re Uef(): szémitott zajos spekirum velds része

—Im UO(]): zajmentes spekirum képzetes része
— Im Uc(f: szémitott zajos spekirum képzetes része

o [ [ [ { {

iz

7. abra: A Gauss zajjal terhelt adatrendszer LSQ-FT inverzioval eldallitott spektruma
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—u0(t): zajmentes iddjel
08 — uc({): szémitott Gauss zajos iddjel

! {8 06 04 02 0 02 04 06 08 1

8. abra: A visszaszamitott id6jel az 1. adatrendszer esetén

A Cauchy zajos (I1.) adatrendszer a 4. abra szerint allt el6. A zajos id6jel LSQ-FT inverzioval
eldallitott frekvenciaspektrumanak valds, ill. képzetes része a 9. abran lathato. A 7. dbraval
vald Gsszehasonlitas mutatja, hogy a Cauchy zajjal terhelt adatok spektrumat az LSQ-FT
eljaras lényegesen rosszabb zajviszonyok mellett allitja el6. Ez nem meglepd, ha figyelembe
vessziik, hogy az LSQ eljaras optimalis eredményt Gauss eloszlast kovetd zaj esetén adhat.
Hasonl6 megallapitast tehetlink a 8. és 10. abrak alapjan, az eredmény spektrumokon végzett
inverz Fourier transzformécioval eldallitott iddjelek OsSzehasonlitdsaval. Az el6zd
abrazolasnal emlitett beallitdsok nem valtoztak (piros szin jeloli a zajmentes esetet, a kék az

inverzios eredményeket mutatja).

-UO(f): zajmentes spektrum valés része
Uc(f): szamitott zajos spektrum valos része
v

Re Uc(f) C-1Q

-UO(f): zajmentes spektrum képzetes része
Uc(f): szamitott zajos spektrum képzetes része

Im Uc(f) c-1sQ

01 r r r r r r
40 -30 -20 -10 10 20 30 40

o
f[Hz]

9. abra: A Cauchy zajjal terhelt adatrendszer LSQ-FT inverzidval el6allitott spektruma
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uo(t): zajmentes idéjel
uc(t): szamitott Cauchy zajos id&jel

0.8~ -

0.6~ —

0.4~

0.2~

ufy S5
o
<>
—
P
=
-
-
-
=

0.2

0.4

0.6 [ ~

r r i r r r i r
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

el
10. abra: A visszaszamitott iddjel a II. adatrendszer esetén
Az LSQ-FT eljaras illeszkedésének jellemzése érdekében meghataroztam a mért (zajjal

terhelt szintetikus adatok) és az inverzids eredmény ismeretében (az eredmény spektrumon

inverz Fourier transzformécidval) szdmitott adatok tavolsagat

N s .
dRMS :\/i-lz( (szamitott) (tk)—U(men)(tk))z , (431)
k=1

illetve a frekvenciatartomanybeli tdvolsagot

DRMS — \/;i{(Re[U (szémitott)( fk) —U (mért)( fk)])z n (Im[U (széml’tott)( fk) g (mért)( fk)])z} ) (4_3.2.)

k=1
N mindkét tartomanyban a mintavételi pontok szamat jeloli. A (2.2.2.1.) jel frekvencia

spektruma analitikusan is el6allithato, a (4.3.2.) kifejezésben ezt jeloltem el y ¢zamitew (£ -

val (elméleti, vagy szamitott spektrum), mig a mérési adatokbodl eldallitott spektrumot

U ™ ( £, )-val azonositottam.

Az eredményt az 1. tablazat szemlélteti. Ennek alapjan megallapithato, hogy az I.
adatrendszer esetén a DFT-vel Osszehasonlitva az LSQ-FT eljards masfélszeres javulast
eredményez mind az id6-, mind pedig a frekvenciatartomanyban. A II. adatrendszer esetén
ez a faktor a 2.0 koriil van. A tavolsag adatok is mutatjak, hogy az LSQ-FT Cauchy zaj
esetén lényegesen gyengébb eredményt ad, ami indokolja a tovabbfejlesztést a robusztus

inverzid iranyaba.
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1. tablazat: A zajmentes-, az |. adatrendszerbeli és a I1. adatrendszerbeli értékek kozotti

RMS kiilonbség értékek
DFT LSQ-FT
A Gauss zajos ésa | A Cauchy zajos és a A Cauchy zajos és
) . A Gauss zajos és a .
zajmentes adatok zajmentes adatok . a zajmentes adatok
zajmentes adatok
alapjan kapott alapjan kapott alapjan kapott
alapjan kapott eltérés
eltérés eltérés eltérés
drms
(idétartomany) 0.1032 0.4554 0.0609 0.2304
Drws
(frekvencia tartomény) 0.1549 0.6508 0.0996 0.3170

4.4. Az eredmények osszefoglalasa

A fejezetben az inverzids alapu Fourier transzformacié 0j algoritmusara tettem javaslatot.
Ennek soran a Vass (2010) altal, az ME Geofizikai Tanszékén kidolgozott sorfejtéses
inverzi6 metodikdjat kovettem, amibdl adddik a Fourier transzformdcié vonatkozasaban,
hogy a probléma Jacobi-matrixa a bazisfliggvények inverz Fourier transzformaltjaként
irhat6 fel. A numerikusan a lehetd ,,leggazdasdgosabb” (legkisebb futasi 1d6 igényil) eljaras
érdekében bazisfliggvényekként olyan fiiggvényrendszer alkalmazasara torekedtem, amely

az inverz Fourier transzformacio sajatfiggvénye. A Vaidyanathan (2008) altal publikalt
eljarast kovetve bemutattam, hogy a generalo fliggvény e“"z/ ? szerinti valasztasaval kaphato
sajatfiiggvény rendszer (normalé tényez6tél eltekintve) az Hermite fiiggvényekre vezet. Igy
ezek a sorfejtés bazisfliggvényeként valaszthatok. Elfogadva Vass (2010) észrevételét,
miszerint a skalazott Hermite fiiggvények a sorfejtéses inverzidban rugalmasabban - a
geofizikai inverzid kovetelményeinek sokkal inkdbb megfeleléen - alkalmazhato,
bazisfiiggvényként a skalazott Hermite fiiggvényeket valasztottam. Megadtam a skalazott és
skaldzatlan Hermite fliggvények kozotti atszamitas formulait, amelyeket alkalmazva
bemutattam, hogy a Jacobi-matrix a skalazatlan Hermite fliggvényekkel kozvetleniil
kifejezhetd. Ezaltal az inverz feladat elméleti adatainak meghatarozasara egy egyszeri, a
Ennek felhasznalasaval az eltérésvektor L-normajanak minimalizalasaval kidolgoztam a
Fourier transzformaciot tisztan talhatarozott inverz feladatként kezeld, Hermite

fiiggvényekkel diszkretizalt LSQ-FT inverzids eljarasat, ami a Vass (2010) altali bevezetett
H-LSQ-FT eljaras modositott valtozatanak tekinthetd. Az LSQ-FT eljaras algoritmusaban
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eltér a Vass altal kozoltektol, mivel a Jacobi-matrix eldallitasaban az Hermite fliggvényeket,

mint a Fourier transzformacié sajatfiiggvényeit hasznaljuk fel.

Egy numerikus példaban bemutattam az eljards miikodését €s Osszehasonlitast tettem a
Gauss zajjal terhelt adatrendszer DFT-vel, valamint az LSQ-FT-vel szamitott spektrumok
kozott, megmutatva az LSQ-FT eljards nagyobb pontossagat. Cauchy zajjal terhelt
adatrendszer esetében az inverzids eredmény jelentésen romlik, igazolva azt az ismert tényt,
hogy a legkisebb négyzetek modszere Gauss zajjal terhelt adatrendszer esetén ad optimalis
eredményt. (Ezzel egyiitt az LSQ-FT mintegy kétszer jobb eredményt szolgaltatott, jelentds
zajelnyomo képességet tanusitott, ami a Fourier transzformécié inverz feladatként tortént
kezelésének a kovetkezménye.) A jelen fejezetben clért eredményeket az alabbi tézisben

foglalom Gssze, ezen beliil két altézist allitok fel.

1. tézis

,»AbbOl a ténybdl kiindulva, hogy sorfejtéses diszkretizaciora alapozott inverzidés Fourier
transzformdcié esetén a probléma Jacobi-matrixa a bazisfiiggvények inverz Fourier
transzformaltja, célul tliztem ki olyan bazisfiiggvények alkalmazasat, amelyek a Fourier
transzformacionak sajatfliggvényei, mivel ekkor a Fourier transzformalt (mint komplex
integral) a sajatérték és a bazisfiiggvény szorzataként allithato el6. Vaidyanathan (2008)
Fourier transzformalt sajatfliggvényeinek konstrukcidjara kidolgozott eljarasat kovetve
megmutattam, hogy az alap értelmezésii (skalazatlan) Hermite fliggvények, mint a Fourier
transzformaci6 sajatfliggvényei, elénydsen alkalmazhatok a sorfejtéssel diszkretizalt

inverzios Fourier transzformacio algoritmusanak felépitésében.

a.) Ennek alapjan megadtam a probléma Jacobi-matrixanak és a direkt feladat

megoldasanak formulait skalazatlan és skalazott Hermite fiiggvényekre alapozva.

b.) Az 0 szadmitasi eljarast felhasznalva a mért és szamitott adatok eltérésvektora Lo-
normdjanak szdmitasaban moddositottam a Vass Péter altal bevezetett H-LSQ-FT
eljarast és Gauss, ill. Cauchy zajjal terhelt adatrendszeren teszteltem az inverzids
alapu Fourier transzformacié Hermite fiiggvényekkel (mint a Fourier transzformécio

sajatfiiggvényeivel) diszkretizalt LSQ-FT eljarasat.”
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5. Fourier transzformacio, mint robusztus inverz feladat

Mint lattuk, a legkisebb négyzetek modszerével definialt inverzios Fourier transzformacid
(LSQ-FT) Gauss zajjal terhelt 1. adatrendszer esetén elfogadhato eredményt ad. Ugyanakkor
a Gauss-tol 1ényegesen eltérd, Cauchy-eloszlast kovetd zajjal terhelt I1. adatrendszer LSQ-
FT-vel szamitott spektruma szembetiinden zajosabb. Ez a varakozasnak megfelel, mivel az
LSQ inverzids modszer Gauss-eloszlasu zaj esetén ad optimalis eredményt. Ismeretes, hogy
az Un. robusztus inverzids modszerek Gauss-tol eltérd zaj statisztikak esetén is adhatnak
elfogadhat6, az LSQ-nal 1ényegesen jobb eredményt. Az el6z6 fejezetben, részleteiben is
megfogalmaztam a linearizalt LSQ-FT eljarast, kiilonosen tigyelve a Jacobi-matrix
elemeinek gyors és pontos meghatirozasara. Az eljaras robusztifikdldsa a 3. fejezetben
foglaltak szerint, a megfelel6 (Cauchy-, vagy Steiner) stilyokkal definialt stilyozott legkisebb

négyzetek modszerének alkalmazasaval végezhetd el.

5.1. Steiner-sulyok alkalmazasa (S-IRLS-FT)

A kiugro adatokkal (outlierek) szemben a 3.2. alfejezetben sikeresen alkalmazhato, és az
inverzio altalanos gyakorlatdban elfogadott eljarasként emlitettem az iterativ jrastilyozas
modszerének a Cauchy-sulyokkal valo kombinalasat. A minimalizalandé fliggvény a

(3.2.2.)-beli eltérések stlyozott normaja
N
E, =Y Wy er, (5.1.1)
k=1

amely a diagonalis sulymatrix elemeiként a (3.2.2.1.) Cauchy-sulyokat, valamint az
eltérésvektor elemeit

(mért)

ek — uk —U&SZémitOtt) (512)

tartalmazza. Az eljarasnak jelentds hatranya, hogy a Cauchy-stlyok o skalaparaméterét a
priori ismerniink kell. A probléma megoldasara az ME Geofizikai Tanszékének munkatarsai
szamos publikacidban javasoltak a Steiner professzor altal kidolgozott Leggyakoribb érték
modszerével (MFV) bevezetett sulyok alkalmazasat (Dobroka et al. 1991), mivel az
eljarasban szerepld &° skalaparaméterek ekkor az adatrendszerbél automatikusan
eléallithatok.

A Tanszéken kifejlesztett inverziés modszer kiugrd hibdkkal terhelt adatrendszerek

crer

témavezetdommel mar bemutattuk (Szegedi és Dobroka 2012). Ebben a dolgozatban, a
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korabbiakban MFV-sulyokként emlitett mennyiségeket az MFV-mddszer megalkotdja
tiszteletére Steiner-stilyoknak neveztiik, és ezt a megnevezést jelen dolgozatomban is
kovetem.
A 3.2. fejezetben elmondottak szerint a Steiner-sulyok bevezetése az Iterativ Gjrasulyozas
modszerének (IRLS) alkalmazasat koveteli meg. Az ennek megfeleld inverzidés Fourier
transzformacios algoritmust kidolgoztam és a tovabbiakban S-IRLS-FT roviditéssel jelolom.
Az iterativ ujrasulyozas modszerének Steiner-sulyokkal kombinalt algoritmusat a 3.2.3.
fejezetben mar bemutattam.
Az eljaras soran az (5.1.1.) célfiiggvényt minimalizaljuk, mely nem kvadratikus (ugyanis a
sulymatrix

2

W, =
kk
g’ +¢f

az eltérésvektor elemeiben
(mért) (szamitott) (mért) S
_ mert szamitott _ mert
€, = Uy — Uy = Uy _ZBn Gkn
=1

tartalmazza az ismeretlen modellparamétereket, a Bn sorfejtési egylitthatokat), igy az inverz
probléma nemlinearissa valik és az IRLS eljarassal oldhaté meg ujra (Scales et al. 1988). A
Jacobi-matrix elemeit - az Hermite-polinomok elény6s tulajdonsagait kihasznalva - az

eljaras keretében a (4.2.3.13.) szerint szamitjuk

6, =g H e =l |

Ya Yo " Vo

Az IRLS eljaras 0. iteracios 1épésében a Gauss-féle legkisebb négyzetek modszerével oldjuk

meg a problémat

g(O) — (GT G)_lGTG(mért) .

Ezekkel a sorfejtési egyiitthatokkal eldallithatjuk a szamitott adatok egy kozelitését

0 _ (0)
uk _ZBn Gkn’

¢s felirhatjuk az eltérés vektor kozelito elemeit

M
(0) _ y(mért) (0)
€=Uy _ZBn Gkn’
n=1

amiben a sulyokat a
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2
&

WO =——"
kk 52+(e§°))2

formula szerint szdmithatjuk. Az els¢ iteracioban a hibafiiggvényt igy kozelitjiik

N
o _ (0) o2
Ew _ZWkk ek’
k=1

amely kifejezés most mar kvadratikus (a sulyok az elézd iteraciobdl szdrmazo, a jelen
iteracid ismeretlenjeit nem tartalmazé konstansok) és minimalizalasa a sulyozott legkisebb

négyzetek modszerének megfelelé inhomogén linearis algebrai egyenletrendszerre vezet
|§(1) — (G T W(O) G)—l G T W(O) U(mért)
melynek megoldasat ismét csak az

M
elgl) — ulgmert) _Z Br(11) Gkn
n=1
eltérések, ill. a silymatrix
2
WO — €
RGOS
ujabb kozelitésének szamitdsara hasznaljuk. Az IRLS eljards g-ik Iépésében kapott

normalegyenlet rendszer megoldasa

g(q) — (QTV_V(H) g)‘lgTV_V(q‘l) U(mért) ’

amellyel szdmitott eltérések

M
(@) _ (mért) (@)
€=Uy _ZBn Gkn'
")

ill. az ) Steiner-stlyok

( &
= ey

Az igy definidlt IRLS iteracios eljards valamely alkalmasan vélasztott stopkritérium
teljesiiléséig folytathatd, megoldasként az utoljara kapott sorfejtési egyiitthatokat fogadjuk
el. A fentiekben bevezetett eljarast a tovabbiakban S-IRLS-FT roviditéssel jeloljik. (Itt is
megjegyezhetjiik, hogy a Vass (2010) nevezéktana alapjan lehetséges lenne a H-S-IRLS-FT
megjelolés, de a korabbiakban elmondottak szerint a H-eldtagot elhagyjuk, mivel kizardlag

Hermite fliggvények szerinti diszkretizalassal foglalkoztam.)
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5.2. Numerikus vizsgalatok

Az S-IRLS-FT eljaras kiugro adatokkal (II. adatrendszer) szemben mutatott rezisztenciajat
egy numerikus példan keresztiil demonstralom. A kapott frekvenciaspektrum valoés és
képzetes részét a 11. abran szemléltetem. Osszehasonlitva a 6. abraval (DFT-vel szamitott
Cauchy zajos Fourier spektrum) a Steiner-sulyokkal definialt IRLS algoritmus kétségkiviil
jelentOs javulast eredményezett. Igen érdekes az S-IRLS-FT eljarassal kapott spektrum
inverz transzforméciojaval eldallitott iddjel vizsgalata is, melyet a 12. dbra szemléltet.
Osszevetve a 4. abraval lathatjuk, hogy milyen mértékben ,tisztult meg” a zajtol az
inverziéval kapott spektrumon szdmitott iddtartomanybeli adatsor. Ez ugyancsak jo

zajelnyomo tulajdonségot igazol az adattérben is.

—Re UO(): zajmentes spektrum valds része
- — Re Uc(): szamitott zajos spektrum valds része

Re Uc( S~ IRLS

A —Im U0(f: zajmentes spektrum képzetes része
oS = Im Uc(f: szémitott zajos spekirum képzetes része

o [ [ [ { { [ [

0
f[Hz]

11. abra: Az S-IRLS-FT-vel kapott frekvenciaspektrum valds és képzetes része
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uo(t): zajmentes idéjel
uc(t): szamitott Cauchy zajos idéjel
0.8~ -

0.6~ -

0.4~ -

uc(t) S-IRLS

-0.6 — -

-0.8— -

12. dbra: Az S-IRLS-FT-vel kapott zajos iddjel

A 2. tablazatban levd tavolsag adatok értékei is mutatjak, hogy mind az adat-, mind a
frekvenciatartomanyban az S-IRLS-FT alkalmazasa minimum egy nagysagrenddel jobb
eredményre vezet a DFT-vel szamitott értékekhez képest. Ez a jelentds zajelnyomd képesség
gyakorlati problémak megoldasa soran igen elonyos lehet. Amint varhat6 volt, az S-IRLS-
FT eljaras Cauchy-eloszlast kovetd zajjal terhelt adatrendszer esetén az LSQ-FT eljarassal

Osszehasonlitva is Iényegesen jobb eredményre vezet.

2. tablazat: 1d6- és frekvenciatartomanyban szamitott tavolsagok Cauchy zajjal terhelt, ill.
zajmentes adatokon alkalmazott DFT, LSQ-FT, ill. S-IRLS-FT esetén

DFT LSQ-FT S-IRLS-FT

DFT-vel Cauchy zajos és a

. LSQ-FT-vel Cauchy zajos és | IRLS-FT-vel Cauchy zajos
zajmentes adatokon

a zajmentes adatokon és a zajmentes adatokon
szamitott eredmény
szamitott eredmény eltérése kapott eredmény eltérése
eltérése
drms
(idétartomany) 0.4554 0.2304 0.0381
Drwms
(frekvencia tartomény) 0.6508 0.3170 0.0513

Az1j, S-IRLS-FT modszer hatékonysaganak igazolasat mutatja az is, hogy a fejezetben elért
eredményeket 6sszefoglald kézirat megjelent a Mathematical Geosciences impakt faktoros
folyoiratban (Dobroka et al. 2014).
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5.3. Az eredmények osszefoglalasa

A fejezetben az inverzidés alapu Fourier transzformacio 1j, Steiner-sulyokkal definialt
algoritmusara tettem javaslatot. A 4. részben bemutatott skalazott Hermite fliggvénysoros
diszkretizacion alapulé LSQ-FT inverzios algoritmus Gauss-, ill. Cauchy-eloszlast
adatokon végzett vizsgalata megerdsitette, hogy sziikséges egy olyan robusztus/rezisztens
modszer kidolgozasa, amely a mérési adatokon hordozott zajokkal szemben ,,ellenallobban”
viselkedik. Az eljaras robusztifikalasa a 3. fejezetben foglaltak szerint a 3.2.-ben bemutatott
(az altalanos geofizikai inverzidbol ismert) Steiner-sulyokkal definialt sulyozott legkisebb
négyzetek modszerének alkalmazasaval végezhetd el. Az iterativ Ujrastlyozas modszerében
az eltérésvektor stlyozott normajanak minimalizalasaval (a skalazott Hermite fiiggvények
alkalmazasaval a 4. fejezetben foglalt eredményeket felhasznalva) kidolgoztam az S-IRLS-
FT inverzios eljarast, amely a Fourier transzformaciot tisztan talhatarozott inverz feladatként

kezeli.

Egy numerikus példan keresztliil demonstriltam az eljards hatékony miikodését és
Osszehasonlitast tettem a Cauchy zajjal terhelt adatrendszer DFT-vel, valamint az S-IRLS-
FT-vel szamitott spektrumai kozott. A vizsgalatok soran arra a kovetkeztetésre jutottam,
hogy az S-IRLS-FT a Gauss-tol tavol esé Cauchy-eloszlast zajok esetén is képes hatékonyan
elnyomni a zajt, ami megfelelt a varakozasnak. Ennek koszonhetéen a modszer
alkalmazasaval a zajra érzékeny DFT-vel szamitott spektrumtol eltérd, jelentds zajelnyomasi
képességet mutatd eredményhez jutottunk. (A vizsgalatok eredményei legalabb egy
nagysagrend javulast mutatnak az S-IRLS-FT alkalmazasa esetén.) Az S-IRLS-FT egyetlen
hatranya lehet az LSQ-FT-hez képest az iteracios algoritmus nagyobb processzor id6igénye.
A fejezetben elért eredményeket a masodik tézisben foglalom 6ssze, ezen beliil két altézist

fogalmazok meg.

2. tézis

,»A mért és szamitott adatok eltérésvektoranak stilyozott normajat minimalizalva bevezettem

a skalazott Hermite fiiggvényekkel diszkretizalt S-IRLS-FT robusztus inverzios alapt

Fourier transzformacios eljarast.

a.) Az eljards soran a Leggyakoribb érték modszerével adott (és értekezésemben,
valamint publikacidimban Steiner-sulyoknak nevezett) sulymatrix elemekkel

dolgoztam, amelyek  alkalmazisa  azért  elényds, mert az &?
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b.)

5. Fourier transzformdcié, mint robusztus inverz feladat

skalaparamétereket kozvetleniil a mérési adatrendszerbdl - egy belsd iteracids

eljarasban - szarmaztatjuk le.

Az S-IRLS-FT eljaras hatékonysagat Cauchy zajjal terhelt adatrendszer
felhasznalasaval teszteltem és megallapitottam, hogy az eljaras Cauchy-eloszlast
kovetd zaj esetében kivald eredményt szolgéltat. Ebbdl kifolydlag a hagyomanyos
DFT-hez képest is figyelemre méltd (esetenként egy nagysdgrendet is elérd)

zajelnyomast tanusit.”
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6. Inverzids alapu kétdimenzios Fourier transzformacio

Az egydimenziés inverzios alapi Fourier transzforméciot altalanosithatjuk kétdimenzids
esetre is. Ekkor kiilonosen fontos a skalazott Hermite fiiggvények korabban bemutatott
sajatos tulajdonsdganak hasznalata (miszerint azok a Fourier transzformaci6
sajatfiiggvényei), hiszen igy a 2D algoritmus futési ideje nagysagrendekkel csokkentheto.

Valamely kétvaltozos u(x,y) fliggvény 2D Fourier transzformaltjat

1 T —j(ox+w
U(a)x,a)y)zzj‘ _[u(x,y)e oo gy dy (6.1.)

—o0  —o0

integrallal szdmitjuk, melynek inverzét az

1 T j (0 X+w
u(x, y)zzj _[U(a)x,a)y)e’( 4o, do, (6.2.)

—00 —00

kifejezés adja, ahol X, Y a tér koordinatakat, U (@, , @, ) a 2D tér-frekvencia spektrumot és
o, ,o, a ter frekvencidkat (pontosabban: ter-korfrekvenciak) jeloli. Az inverzios Fourier

transzformécio algoritmusanak meghatarozdsdban a 4. fejezetben bevezetetett eljarast
kovetjiik, azaz a direkt probléma (6.2.) kifejezésében a spektrumot skalazott Hermite
fliggvények szerinti sorfejtéssel diszkretizaljuk
N M
U, 0,)=2, > B, H,(0,a)H, (2, 5), (6.3.)
n=1 m=1

ahol B, , sorfejtési egyiitthatok és (4.2.3.1.), ill. (4.2.3.4.) egyenletekhez hasonloan

Hn(a)x,a)ze 2 hn(a)xva), hn(a)x’a)z(_l)neawf(%J efawf’
(04
“Th (o y o
Hm(a)y’ﬁ):e m(a)y ﬁ), hm(a)y’ﬂ)z(_l)me y[%} € Y

,/\Fm!(zﬂ)m
(04

A direkt feladatot az x,,y, pontban (k=1..K, és I=1..L, ahol K és L az adatok

maximalis szama X-, ill. y- iranyban)

1 Y M j (%, +o,
U0 =5 [ [ 2 2B Hole, ) Hy (@, /e’ do, do,

n=1 m=1

vagy a GE ,’|m (negyedrendii) Jacobi-matrix bevezetésével az

-37-



6. Inverzios alapu kétdimenzios Fourier transzformdcio

N M

u(xk ’ yl) = z Z Bn,mGI?,’Im (64)

n=l m=1

alakban irhatjuk. A Jacobi-matrix részletesebben is megadhato

n,m 157 i toyy))
G, =§£LH o) H, (@, f)e dodo, =
. (6.5)
- 1 J‘Hn(a)x’a)eJ%Xkda) ,[Hm(wy’ﬂ)ejmyy'da))"
\/27z b N2
A (4.2.3.9.)-hez hasonloan felirhato
H, (0,,0) ={a H Vao,), H, (o,.B) =4{/BHY (JBo,), (6.6)
és ezzel a Jacobi-matrix a kovetkez6 alakot oOlti
Yap 2 . 1 <% .
G ="= [ HO(Jaw,) e’ do,—= [ HO (Jpw,)e'" da,,
kil /_272_ J;) n /_272_ '[O m f y y
Y,

1 1 ' 1 1 X 1 1 1 [
amitaz o, X, = w,'X,", o, :\/Ea)x, Xy :T;g’ oY =w,Y 0, :\/Ea)y’ Yi :\/ﬁ

jelolések bevezetésével a

nm _ 1 K o' YN ER 1
Kl _WI (0) Vel de \/—_[OHrE?)(a)y e’ da)y ,
vagy masként
6 =7 HO(0,)} 7 HO (@,))

4}6{/6
alakban irhatunk. Az alap értelmezésii (skalazatlan) Hermite fliggvények (4.2.2.6.)

tulajdonsagat felhasznalva a Jacobi-matrix Gjra irhato egyszeriibb, integralast nem igényld

formaban

GI?,’Im :(J) Héo)(XkI)Hr(nO)(M'),

Yap

illetve

)T @(a)<%¥%J (6.7.)
G = H, Ho ' o
’ apf Vo NB

Ezzel a (6.4.) direkt feladat megoldasa gyorsan eldallithatd. Tovabbi egyszerisitésre is mod
van, ha az adatainkat a két indexes (matrix) irasmod helyett egy indexes (vektor)

azonositassal kezeljiik, azaz bevezetjiik az s =k + (I —-1)K indexet, amivel

U(X, Y,) =U,, =U.
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Hasonloan atalakithatjuk a B, egyltthatd matrixot B, egyiitthato vektorra az

n,

I=n+(Mm-1)N index bevezetésével. Ezaltal (6.4.) igy irhato

u =Y BG,, (i=L..1, s=1.,5), (6.8.)

ahol 1 =N+(M—-1)N =NM a sorfejtési egyiitthatok, S =K +(L—-1)N = KL az adatok

maximalis szama. Ezutdn a mért és szamitott adatok eltérését egyszeriien szamithatjuk

|
e, =ul™ - Z B, G, (6.9.)
i=1

6.1. A 2D-LSQ-FT algoritmus

A fentiek szerint a direkt feladatban szerepld Jacobi-matrix elemeit kétvaltozds fliggvény
esetén is egyszeriien és gyorsan elGallithatjuk (6.9.) segitségével, igy a 2D Fourier
transzformécio, mint tulhatarozott inverz feladat megfogalmazhatd. A mért és a szamitott
adatok vektora kozotti eltérés ismeretében a legkisebb négyzetek modszerét az L2-norma

valasztasa mellett az
N N i . N i M
E2 — Zelf ZZ (ulgmert) . u&szamltott))z =Z (ulﬁmert) _Z Bn Gkn )2 (611)
k=1 k=1 k=1 n=1
célfiiggvény minimumaval definialjuk, ahol a Jacobi-matrix elemeit (6.7.) alapjan allitottuk
el6. Ekkor a Gauss-féle legkisebb négyzetek (LSQ) modszerének normalegyenlet

rendszeréhez jutunk

G'GB=G'u™". (6.1.2.)
A normal egyenletrendszer megoldasaval

B=(G'G)'Gu™
a modellparaméter értékek (B sorfejtési egyiitthatok, i=1,...,NM) eldallithatok és a 2D
spektrum (6.3.)-nak megfeleléen felirhato

N M
U(a)xlwy) :Z ZBI Hn(a)x’a) Hm(wylﬂ)’
n=l m=1
ahol i=n+(m-1)N. Ezzel a 2D-LSQ-FT inverziés Fourier transzformaciés eljaras

algoritmusa eldallt. A spektrum ismeretében az inverz Fourier transzformalt eldallithato,
amely a (kiindulasként hasznalt, a direkt feladat megoldasat jelentd) szamitott adatok (6.8.)

szerint adott vektora
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U, =>BG,;, (i=1..1=MN, s=1.,S=KL).

Az eljarast programszeriien Matlab nyelven valositottam meg, numerikus viselkedését a

7.2. fejezetben mutatom be.

6.2. Algoritmus a Steiner-silyokkal definialt IRLS médszer alkalmazasa esetén
(2D-S-IRLS-FT)

Az eléz6ekben Kkiugré adatokkal (outlierek) szemben sikeresen alkalmazhato eljarasként

ismertiik meg az iterativ Gjrasulyozas modszerének Steiner-sulyokkal valéo kombinalasat. A

minimalizaland6 fiiggvény ekkor az eltérések sulyozott normaja
N
E. :Zwkkelf’ (6.2.1.)
k=1

amelyben a diagonalis sulymatrix elemeiként a Leggyakoribb érték modszer keretében

szamitott Steiner-sulyokat, valamint az eltérésvektor elemeit

(mért) (szamitott)

€=U " —Uy
felépitésében hasonléan jarhatunk el, figyelembe véve, hogy (6.2.1.)-ben (6.9.)-nek

megfelelden
[
1y (mért)
€ = Uy _ZBi Gk,i’
i=1

ahol G, ; a(6.7.) egyenlet alapjan megfelel indexcserével éllithato eld. Emellett tigyelniink

kell arra, hogy az e, eltérések a stlymatrixban is szerepelnek

82

Wkk =
g’ +e}

azaz a (6.2.1.) minimalizalandé mennyiség nem kvadratikus, a minimum helyet nemlinearis
egyenletrendszer hatarozza meg. Amint az egydimenzios IRLS-FT eljarasban, jelen esetben
is az iterativ Ujrastlyozas modszerét kell alkalmazni, azaz az IRLS eljaras 0. iteracios

1épésében a Gauss-féle legkisebb négyzetek modszerével oldjuk meg a problémat
E(O) — (GTG)—lGT l]-(mél’t) )

Ezekkel a sorfejtési egyiitthatokkal eldallithatjuk a szamitott adatok egy kozelitését
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M
0) _ (0)
uk _ZBH Gk,n’

és felirhatjuk az eltérés vektor kozelit6 elemeit

(0) _ (mért) 0)
ek uk Z Bn Gk,n ’

n=1
amikkel a sulyokat a

52

WO —
C ey

formula szerint szamithatjuk. Az elsd iteracidban a hibafliggvényt igy kozelitjiik
N
B0 =W,
k=1

amely kifejezés most mar kvadratikus (a sulyok az el6z0 iteraciobol szarmazo, a jelen
iteracid ismeretlenjeit nem tartalmaz6 konstansok) és minimalizaldsa a stlyozott legkisebb
négyzetek modszerének megfelelé inhomogén linearis algebrai egyenletrendszerre vezet,
melynek megoldasat ismét csak az eltérések, illetve a sulymatrix ujabb kozelitésének
szamitasara hasznaljuk. Az IRLS eljaras g-ik 1épésében kapott normalegyenlet rendszer

megoldéasa

B(Q) (g ﬂ(q—l)g)—lg'r V=V(q_l) U(mért)’

amellyel szamitott eltérések

M
e(q) — u(mert Z B,Eq) kan ’

n=1
ill. az Gj Steiner-stlyok

2
we-—__ &

(™)
Az igy definialt 2D-IRLS-FT iteracios eljaras valamely alkalmasan valasztott stopkritérium
teljesiiléséig folytathatd, megoldasként az utoljara kapott sorfejtési egyiitthatokat fogadjuk
el. Ezekkel a spektrumot

N M

U(a)wa)y)zz ZBI Hn(a)wa)Hm(a)y’ﬂ)

n=l m=1
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alakban allithatjuk el6, ahol i=n+(m-1)N. A spektrum ismeretében az inverz Fourier

transzformalt eléallithato, amely a (kiindulasként hasznalt, a direkt feladat megoldasat

jelentd) szamitott adatok (6.8.) szerint adott vektora
U => B G, (i=1...1=MN, s=1.,S=KL).

Az eljarast programszeriien Matlab nyelven valdsitottam meg, numerikus viselkedését a

7.2.1. fejezetben mutatom be.

6.3. Az eredmények Osszefoglalasa

Az értekezés jelen fejezetében az egydimenzidos Fourier transzformécidra tdmaszkodva
kidolgoztam az inverzids alapu 2D Fourier transzformacié modszerét és Matlab rendszerben
kifejlesztettem annak programjait (2D-LSQ-FT, 2D-S-IRLS-FT). A fejezetben elért

eredményeket a harmadik tézisben foglalom Gssze, ezen beliil két altézist adok meg.

3. tézis

»A frekvenciaspektrum diszkretizacidjara a skalazott Hermite fliggvényeket alkalmazva

kidolgoztam az inverzids alapu 2D Fourier transzforméacios eljarast. Megadtam a Jacobi-

matrix és ezzel a direkt probléma megoldasanak gyors eléallitasara alkalmas linearis explicit
formulat.

a.) A mért és szamitott adatok eltérésvektoranak Lp-norma szerinti minimalizalasaval
bevezettem a skalazott Hermite fiiggvényekkel diszkretizalt 2D-LSQ-FT inverzids
alapt Fourier transzforméacios eljarast.

b.) A mért és szamitott adatok eltérésvektoranak sulyozott normajat minimalizalva
bevezettem a skalazott Hermite fiiggvényekkel diszkretizalt és Steiner-sulyokkal
definialt 2D-S-IRLS-FT robusztus inverzion alapulé Fourier transzformacios

eljarast.”
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7. Alkalmazasok

Ebben a fejezetben az 1D és 2D inverzids Fourier transzformacid alkalmazasi lehetéségeire

mutatok be néhany példat.

7.1. Egydimenzi6s alkalmazas

Az inverziés Fourier transzformacié egydimenzids alkalmazasara egy szeizmikus példat
valasztottam. Ismeretes, hogy a Hilbert transzformacid a szeizmikus adatfeldolgozasban és
értelmezésben fontos segédeszkozként hasznalhatd. A miivelet szokasos alkalmazésiban
szlikséges az idGtartomany ¢€s a frekvenciatartomany kozotti oda-vissza transzformalas, azaz
a Fourier transzformacio, ill. az inverz Fourier transzformaci6 végrehajtasa. A korabbiakban
igazoltuk, hogy az inverzidés Fourier transzformacios eljarasok (LSQ-FT, S-IRLS-FT) a
DFT-nél sokkal jobb zajelnyomassal allitjak eld a spektrumot. Ebbdl kiindulva indokolt
megvizsgalni, hogy ez a tulajdonsag hoz-e¢ javulast a Hilbert transzformalt, ill. annak

alkalmazaséval eldallitott els6 szeizmikus attributum, a reflexiderdsség zajérzékenységében.

7.1.1. Hilbert transzformalt eléallitaisa inverziés alapi robusztus Fourier

transzformacioval

Az értekezés 5. fejezetében bemutatott Uj robusztus, inverzids alapon felépitett Fourier
transzformacios eljaras mar bizonyitotta, hogy a kiugré zajok (outlierek) elnyomasaban is
hatékonyan muikodik és a jel/zaj viszonyt akar egy nagysagrenddel is képes megjavitani
(Szegedi és Dobroka 2012). Ezen okbol kifolyolag a geofizikai alkalmazasokon tal szamos
jelentés miuszaki teriileten (pl. képfeldolgozasban) is alkalmazhatova valik. Ezért
érdemesnek tartottam megvizsgalni a szeizmikus adatfeldolgozas teriiletén is az algoritmus
hatékonysagat, igy kidolgoztam az inverzidos Hilbert transzformacios eljarast, melynek
segitségével a szeizmikus attributumok alapjat képezd analitikus jelet definidlhatjuk, ill.
képezhetdk a szeizmikus attributum szelvények robusztusan csokkent zajérzékenységgel
(Szegedi és Dobroka 2014).

Az attributum szelvények fontos szerepet toltenek be a szeizmikus adatfeldolgozasban és
értelmezésben, hiszen ismeretiik altal lehetdségiink adodik bizonyos informaciok (fizikai-
vagy geometriai paraméterek) kiemelésére. Taner et al. (1979) megjelent tttor6 cikke ota a

témateriilet kiszélesedett ¢és jelentds fejlddésen ment at. Ma az attribatumok széles
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valasztékarol beszélhetlink, ezeket feloszthatjuk fizikai és geometriai attriblitumokra,
osztalyozhatjuk az eljardsokat aszerint, hogy 0sszegzés eldtt vagy utan nyernek alkalmazast,
egy- vagy tobb szeizmikus csatorndn vannak értelmezve stb. A mérési ¢és adatfeldolgozasi
eljarasok fejlesztése és alkalmazasa soran fontos feladat a jel/zaj viszony kezelése, lehetdség
szerinti javitdsa. Az attributum szelvények létrehozasaban gyakran kap kiemelt szerepet a
Fourier transzformacié. Az alapveté attriblitum szelvények szamitasaban a kiinduld pont az
analitikus jel (analitikus vagy komplex csatorna) létrehozasa, melynek fogalmat az
adatfeldolgozasban Gabor Dénes Nobel-dijas magyar fizikus vezette be (Gabor 1946).
Torekvése az volt, hogy a jelfeldolgozasban 1is alkalmazhatéak legyenek a
kvantummechanika hatékony matematikai eszkozei (mint pl. a Hilbert-tér, négyzetesen
integralhatd komplex fiiggvények stb.). Ennek érdekében az

u(t) = a cos(at) + bsin(at) (7.1.1.1)
alaku id6fliggvényt komplex jellé egészitette Ki

s(t) = u(t) + jw(t), (7.1.1.2)
ahol t jeloli az id6t, w a korfrekvenciat és | a képzetes egységet. A v(t) fliggvényt Ggy
definialta, hogy a (7.1.1.1.) kifejezésben a cos figgvény helyére sin, a sin fliggvény helyére
pedig —cos fuggvényt irt, ezaltal el6allitva a fliggvény kvadraturajat

V(t) = asin(at) - bcos(at).
A (7.1.1.2)) kifejezés igy az

s(t) = (a- jb) exp (o)
alakot 6lti, amely egy komplex forgd vektorként abrazolhatd. Ezt az eljarast altalanositva
Gabor egy tetszéleges u(t) id6jel Fourier transzformacios el6allitasaban (Sin és cos

fliggvények cseréjével) a
v = L ju(r)ﬁ (7.1.1.3)
T, Tt

eredményre jutott, ami az u(t) id6jel Hilbert transzformaltja
V() = uy, (1)
Az adatfeldolgozasban tehat az analitikus jelet a (7.1.1.4.)
s(t) = u(t) + ju,, (t) (7.1.1.4)

formulaval allitjuk eld. A 13. abra szemlélteti a komplex analitikus jel szerepét.
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13. dbra: A komplex analitikus jel szemléltetése

A (7.1.1.3.) egyenlet szerint a Hilbert transzformaltat el6allithatjuk az u(t) és a _it
T

idofiiggvények konvoliciojaként. Mint ismeretes a frekvenciatartomanyban ez a kapcsolat
az

Fu,, ()= F{ut)} ?{— i} (7.1.15)

t

. 1 .
alakban irhaté, ahol & a Fourier transzformaciot jeloli. Mivel az 1’7:{— _t} =—]sgn (a)),
p/a

bevezetve az U(w) = F{u(t)} jelolést

F{u, ()} = —jsgn (@)U (w)=U , (»). (7.1.16.)
A (7.1.1.6.)-ban a Hilbert transzformalt jel U, (w) spektruma a bevezetett modositassal
hermitikus lesz, azaz az inverz Fourier transzforméci6 utdn u,, (t) valés jelet kapunk. Miutan
a (7.1.1.4.) szerinti analitikus jel ismert, az attribitumok eléallithatok.

A tovabbiakban az els6 attributum, mas néven a reflexiderdsség (pillanatnyi amplitado)

zajérzékenységével foglalkoztam, ami a komplex csatorna

A(t) = Ju(t)® +v(t)?. (7.1.1.7)

abszolut értéke, és a 4. abran lathatdé Ricker waveleten szemléltetem. Az idésor a [-1, 1]
intervallumban 0.005 sec mintavételi kdzzel a 0.1 sec-nal lokalizalt 10 Hz-es
hullamcsomagot mutat. Az 1. adatrendszer a mért adatsort =0.01 szérasu Gauss eloszlast
kovetd zajjal terhelve allt eld. Kiugro hibakkal terhelt adatrendszert (II.) az &=0.04
skalaparaméterii Cauchy-eloszlast kovetd zaj generalasaval hoztam létre. A 15-a), -b) és -C)

abrak a reflexioerdsség szelvényt mutatjak zajmentes, Gauss zajjal terhelt (1.), illetve Cauchy
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zajjal terhelt (II.) bemend adatok esetén. A Hilbert transzformalt eldallitdsara a
hagyoményos Fourier transzformacids eljarast (DFT), illetve annak inverzét (IDFT)
alkalmaztam. Lathato, hogy a II. kiugr6 zajokat tartalmazo6 adatrendszer alapjan kiszamitott

reflexiderdsség szelvény kiilondsen zajos. A zajérzékenység jellemzésére bevezetjiik a

1 - (zajos) (zajmentes) 7 1 l 8
d = [y (A () - A= ) f (7.1.18)

k=1
adattérbeli tavolsagot, amely az 1. adatrendszer esetén d(1)=0.1346, a I1. adatrendszer esetén

pedig d(1)=0.0444 értéket vesz fel.

12 ! T : T ! T ! T !

1 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
08k ........ ........ ......... ........ ....... ........ ........ .........
3}z Lo ........ ........ ........ e ........ e .........

= : : : i : : : : :

=] : : : : : : : : :
04 ........ . ........ , ........ . ........ ........ , ........ ........ .........
09| sasass ........ 5 s ........ ......... T ........ L]
- ] - —— P i

-1 08 06 -04 02 02 04 06 08 1

u]
t[s]

14. abra: A zajmentes Ricker wavelet az idtartomanyban
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15-a) abra: DFT-vel szdmitott reflexiderdsség az idétartomanyban
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15-b) abra: DFT-vel szamitott reflexioerdsség az |. adatrendszer esetén
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15-c) abra: DFT-vel szamitott reflexiderdsség a II. adatrendszer esetén

A 15-c) abra indokolja kiugré zajokkal szemben fokozottan a rezisztens Hilbert
transzformacios eljaras kidolgozasat. Mivel a fentiek szerint a Hilbert transzformalt képzése
a Fourier transzformécion alapul kézenfekvd, hogy a feladat megoldésira a korabbi
publikacionkban (Szegedi és Dobroka 2012) kozolt Steiner-stulyokkal definialt inverzios
alapu Fourier transzformacios eljarast (S-IRLS-FT) alkalmazzuk.

A Hilbert transzformalt (7.1.1.6.) formula szerinti el6allitaisahoz ismerni kell a jel
frekvenciaspektrumat. A Fourier transzformaciot - a jel/zaj viszony javitasa érdekében - az
S-IRLS-FT moddszer alkalmazasaval hajtjuk végre, ennek eredményeként megkapjuk a
sorfejtési egyiitthatoknak azt a vektorat, amely minimalizalja a mért és (inverz Fourier
transzformacioval) szamitott adatok Steiner-sulyokkal szamitott stlyozott normajat. A
sorfejtési egylitthatok ismeretében tetszdleges frekvenciandl eldallithatjuk a komplex
spektrumot. Példankban a DFT-vel tortént szamitasnak megfeleld frekvencidkon végeztiik
el a szamitast. A tovabbiak szempontjabol 1ényeges, hogy a frekvencia pontok szama ezért
megegyezik az adatok szamdval, ezaltal a Hilbert transzformalt eldéllitasara tett tovabbi
1épések teljes mértékben megegyeznek a DFT-re alapozott hagyomanyos eljaras 1épéseivel
(kiilonbség csupan abban van, hogy a spektrumot most S-IRLS-FT eljarassal allitottuk eld).

A spektrumot A Hilbert transzformalt szamitasa végett szoroznunk kell a — jsgn (w)
figgvénnyel. Az igy kapott U™ (@, )=U™" adatok lesznek az idétartomanyba

visszavezetd inverz Fourier transzformacid (spektralis) bemend adatai. Az inverz Fourier

transzformaciot (a hagyomanyos eljarastol eltéréen ismét) tulhatdrozott inverz feladatként
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definialjuk. (Ez lehetséges, mivel a frekvencia pontok szama megegyezik az adatok
szdmaval, az Uj sorfejtési egylitthatok szama ennél kisebbé tehetd.)
Az 1j inverz feladatban a bemend (,,mérési”’) adatok vektorat az el6zéekben kapott spektralis

adatok képezik, ezeket kell 6sszehasonlitani a szamitott adatokkal

. 1 % .
U (szamitott) o) =U. (o) = u. (e ! ﬂ’ktdt
K (w)=U, (o) —TEJ;H()

A 4. fejezetben a Fourier transzformaciot kezeltiik inverz feladatként, ezért a direkt probléma
megoldasaként az inverz Fourier transzformacié (2.2.) kifejezését hasznalhattuk.) Jelen
esetben a direkt feladat a Fourier transzformacio fenti képletével adott, ahol az u,, (t)

idofiiggvényt sorfejtéses formaban diszkretizaljuk (7.1.1.9.) szerint
M
Uy (t) =D B, W, (t). (7.1.1.9)
n=1

Behelyettesités utan a spektrum k-ik mintavételi elemére az alabbi formulat kapjuk

M 1 © ) M
U (w)=>B,— |w,()e’*dt=>) B, G,,, (7.1.1.10.)
« (@) Zl Tﬂ[f”() zl .
ahol
1 % )
Gy, =—=—= |y, () e ' ™dt=F ¥, )y, (7.1.1.11)
ki \/Z'[OW k{ }

a Jacobi-matrix, elemei a bazisfiiggvény rendszer Fourier transzformaltjaiként is
felfoghatok. A formuldban szerepld komplex integral kiszamitasa elkeriilhetové valik, ha a
(7.1.1.9.) sorfejtésben szerepld bazisfiiggvényeket a Fourier transzformacio sajatfliggvényei
koziil valasztjuk meg, mert ekkor

F¥, (O} =21, (@), (7.1.1.12)
ahol A a sajatértéket jeldli.
Bazisfiiggvénynek a skalazott Hermite fliggvényeket valasztottam. A skalazott Hermite-

polinomok (4.2.3.2.) rekurzios formulaja jelen esetben

hya(t B) =280, (t, B)-2nph, (L, B). (7.1.1.13.)
Az Hermite-polinomok (4.2.3.3.) szerinti integralis tulajdonsagat felhasznalva

O,nm

Te-ﬂtz h, (t, B) hm(t,ﬂ)dtz\/%(Z,B)"n!énm, Som :{ : (7.1.114)

Ln=m
ahol f a skélazo tényezé és hO (t, #)=1, h® (t, )= 2,8t (Grobner és Hoffreiter 1958). fgy

a skalazott Hermite fliiggvények
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e’ h, (t.5)
Wr/Bnep)"

szerint hatarozhatok meg és teljesiil az

[ H.@AH =5, (7.1.1.16)

ortogonalitasi feltétel. A Jacobi-matrixot a Hn(t, ﬂ) skalazott Hermite fiiggvények

(7.1.1.15.)

H, (. 5) =

felhasznalasaval (7.1.1.17.) szerint definialhatjuk

1 % -
G, =—— |H,(t B) '™ dt. 7.1.1.17.
k %_L ( )

Belathato, hogy h, (t, ) = \/ﬁhrfo) (t\/ﬁ) és H, (8, 5) = ‘{/E Hr(lo) (t\/ﬁ) . Ezzel, valamint a

t'=typ 0 = a)/\/ﬁ jelolések bevezetésével végiil a

Gy =—— F HO(t)}= ) o [ﬂj (7.1.1.18))

yo "B

Jacobi-matrix gyorsan és integralas nélkiil szamithat6, a Fourier spektrum meghatarozasa
ezek utdn mar egyszerli. Bevezetve az

_ (mért) (szamitott)
€ = U k -U k

komplex vektort, ennek (valés) normanégyzetét, vagy sulyozott normanégyzetét
minimalizélva jutunk az inverz feladat megoldasara. Végiil a Hilbert transzformalt a

sorfejtési egyiitthatok ismeretében (7.1.1.19.) alapjan allithaté el6 az idétartomanyban
M
uy (t) =B, ¥, (1), (7.1.1.19))
n=1

ahol W, (t) a(7.1.1.15.) skalazott Hermite fiiggvényeket jeloli.

A tovabbiakban vizsgaljuk meg a kidolgozott algoritmus hatékonysagat és pontossagat. A
16-a), -b) és -c) abrakon az elézéekben bemutatott adatrendszerek robusztus inverzioval
szamitott Hilbert transzformaltjaival generalt analitikus jel abszolut értékét szemléltetem.
Természetesen a zajmentes bemend jelre a modszer ugyanazt az eredményt szolgaltatja, mint
a hagyomanyos DFT eljarassal szamitott Fourier transzformaciot felhasznal6 eljaras. Az 1.
bemend adatrendszer (Gauss zaj) esetén az inverzids alapt Hilbert transzformalt a 16-b) abra
tantisadga szerint hasonloan zajos, mint a hagyomanyos modszerrel eldallitott 15-b) dbra. A
kismértéki javulast az adattérben szamitott d;)=0.0794 tavolsag jellemzi. Lényeges javulast
tiikroz azonban a II. adatrendszernek (Cauchy zaj) a Steiner-sulyokkal definialt robusztus

inverzidos modszerrel tortént feldolgozasa a 16-c) abra szerint. Itt - a 15-c) éabréval

-50 -



7. Alkalmazasok

Osszehasonlitva - a kiugr6 adatok hatdsanak szinte teljes elnyomasat tapasztalhatjuk, amelyet
az adattérbeli tavolsag d(i)=0.0036 értéke is igazol. A hagyomanyos €és az inverzids

eljarassal kapott adattérbeli tavolsagok kozott egy nagysagrend eltérés mutatkozik.
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16-a) abra: Az inverzidval szamitott reflexioerdsség az idétartomanyban
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16-b) abra: Az inverzidval szamitott reflexioerdsség az 1. adatrendszer (Gauss zaj) esetén
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16-c) abra: Az inverzioval szamitott reflexiderdsség a II. adatrendszer (Cauchy zaj) esetén

Noha a kettds inverzié a hagyomanyos DFT-IDFT transzformacidhoz képest jelentds
szamitasi id6 tobbletet igényel, a fenti eredmények a jel/zaj viszony nagymértékii javulasat
igazoljak. Véleményem szerint a mai szadmitogépek kapacitasdnak és gyorsasaganak

figyelembevételével egyes gyakorlati esetekben az emlitett szamitasi 1d6 toleralhato.

7.1.2. Az eredmények osszefoglalasa

A mérési- ¢és adatfeldolgozasi eljarasok fejlesztése és alkalmazasa soran fontos feladat a
jel/zaj viszony kezelése, javitasanak szem elOtt tartasa. Az S-IRLS-FT eljarasrol az
elézdekben bizonyitottam, hogy a kiugrd zajok elnyomdsaban hatékonyan mikodik €s a
jel/zaj viszonyt akar egy nagysagrenddel is képes megjavitani. Adodott a gondolat, hogy ezt
a tulajdonsagot a szeizmikus adatfeldolgozas teriiletén is megvizsgaljam, igy a jelen
fejezetben az inverzidés Fourier transzformacios eljarasra épitve kidolgoztam a Hilbert
transzformécio egy Uj eldallitasi moddjat, és erre alapozva a szeizmikus attributum

szelvények szamitadsanak 0j lehetdségét hoztam létre.

Az attribitum szelvények szdmitasanal az elsd 1épés az analitikus jel 1étrehozasa, amelynek
definidlasa az adatfeldolgozasban Gabor Dénes Nobel dijas magyar fizikus nevéhez kotédik

(Gabor 1946). Miutan az analitikus jel ismert, az attribitumokat szamitani tudjuk.

A Hilbert transzfromalt eldallitasa soran a Fourier transzformaciot az S-IRLS-FT moddszer
alkalmazasaval végezzik el. Ezek utan - a megfeleld atalakitasokat elvégezve - inverz

Fourier transzformdacioval jutunk vissza az idOtartoményba, amely tulhatarozott inverz
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feladatként fogalmazhaté meg. Jelen esetben a direkt feladat a (2.1. fejezetben adott) Fourier
transzformaci6, ahol az idofiiggvényt sorfejtéses formaban  diszkretizaljuk.
Bazisfliiggvényként a skalazott Hermite fliggvényeket alkalmaztam, mely esetében -
specialis tulajdonsagénak (a Fourier transzformécid sajatfiiggvényei) koszonhetden -

elkeriilhetdvé valik a Jacobi-matrix formuldjaban szerepld komplex integral kiszamitasa.

Megvizsgaltam a reflexiderdsség (elsé attributum) zajérzékenységét ezen algoritmus
felhasznalasaval. Két adatrendszert allitottam eld: az I. adatrendszer a Gauss eloszlast kovetd
zajjal terhelt, a I1. adatrendszer a Cauchy zajjal terhelt Ricker wavelet adatokat tartalmazott.
A teszt soran a Hilbert transzformalt el6allitasa egyrészt hagyomanyos modon DFT-vel, ill.
annak inverzével tortént. A reflexiderdsség szelvény a II. adatrendszer esetében - nem
meglepd modon - zajos viselkedést mutatott. Lényeges javulas észlelhetd viszont a IL
adatrendszeren  S-IRLS-FT algoritmus alkalmazasaval elGallitott reflexiderdsség
szelvényen, ahol a kiugrd adatok hatasanak szinte teljes elnyomasat tapasztalhatjuk. A DFT
¢s az S-IRLS-FT kozott szamitott adattérbeli tavolsagok egy nagysagrendbeli eltérést

mutatnak, amelyek jelentds zajelnyomasi képességrél adnak tanubizonysagot.

Az elért eredményeket a 4. tézisben foglalom Ossze, ezen beliil két altézist allitok fel az

alabbiak szerint.

4. tézis

,»AZ inverzids Fourier transzformacios eljarasra épitve a Hilbert transzformalt eldallitasanak
Uj, robusztus mddszerét adtam meg. Az eljaras keretében a Fourier transzformaciot az S-
IRLS-FT robusztus inverzios modszer Hermite fliiggvényrendszeres diszkretizaciot hasznald
valtozatanak alkalmazasaval allitottam eld. A Hilbert transzformalt atviteli fliggvényével
tortént szorzas utdn a frekvenciatartomanybol az idétartomanyba torténd visszatérés
algoritmusaként bevezettem az inverz Fourier transzformacio eléallitdsanak robusztus
inverziora alapozott modszerét.

a.) A robusztus Hilbert transzformacios eljarassal az analitikus jel és ezzel a szeizmikus

attributumok robusztus eldallitdsara nyilt lehetdség.

b.) Az Uj eljarast alkalmaztam a reflexiderdsség (elsd attribltum) szadmitdsara és
zajérzékenység szempontjabol - Gauss, ill. Cauchy zajjal terhelt adatrendszer
felhasznalasaval - numerikus vizsgalatoknak vetettem ala. Megallapitottam, hogy az
eljaras a hagyomanyos (DFT-vel eléallitott) attributumhoz képest jelentds

zajelnyomo képességgel rendelkezik.”

-53-



7. Alkalmazasok

7.2. Kétdimenzios alkalmazas

Az egydimenzios LSQ-FT és S-IRLS-FT eljarasok zajjal szembeni hatékonysagat latva
indokolt volt az inverziés alapu Fourier transzformacié 2D kiterjesztése annal is inkabb,
mivel a geofizikai gyakorlatban a felszini (pl. gravitaciés, magneses stb.) mérések
koztudottan 2D feldolgozasi eljarast igényelnek. Az aldbbiakban a magneses adatok polusra

redukalasa terén mutatok be egy alkalmazasi lehetdséget.

7.2.1. 2D-S-IRLS-FT alkalmazasa magneses adatok pélusra redukalasa esetén

Jelen fejezetben a 6.2.-ben kidolgozott kétdimenzids S-IRLS-FT algoritmust alkalmazom a
magneses geofizikai adatok polusra redukalasaban.
Matlab programnyelvben a 17-a) abran levé szintetikus adatrendszert generaltam, ahol is a
mérési teriiletet a felszinen az x- és y iranyokban (-8000, 8000) m intervallumban adtam
meg. A mintavételi tavolsag 500 méteres, a homogén kérnyezetben elhelyezett prizmatikus
hato koordinatait a kovetkezOk szerint vettem fel: x iranyban (-3000, 3000) m, y iranyban (-
2000, 2000) m és z iranyban (2000, 1000) m. A magneses hatdé magnesezettsége 100 nT, a
deklinacio mértéke D=2.5° az inklinacioé 1=63°. A mért magneses adatokat a felszinen
Kunaratnam-moédszerével szamitom (17-a) dbra). (A szamitast és a hagyomanyos DFT-re
épitett poOlusra redukalast végzd szoftvert dr. Szabd Norbert Péter egyetemi docens
bocsatotta rendelkezésemre, amiért ezliton is koszonetemet fejezem Ki.)
Két dimenzidban a polusra redukalast a térfrekvenciak tartomanyaban az

R(u,v) =T(u,v) S(u,v) (7.21.1)
formula szerint végezziik, ahol (u,v) a térfrekvenciak, T(u,v) a magneses adatok 2D Fourier
transzformaltja, S(u,v) pedig a polusra redukalas frekvencia tartomanybeli operatora
(komplex atviteli fiiggvény). A polusra redukalt T (x,y) magneses adatrendszert inverz

Fourier transzformacidval allitjuk el

T®(x,y)=F " {R(u,v)}

-54 -



7. Alkalmazasok

-8000 140
-6000 120
100
4000 [
180
2000 fEEEEE
160
E
= 0 .
= 40
2000 (B89 120
4000
6000
8000
8000 -6000 -4000 -2000 O 2000 4000 6000 8000

X [m]

17-a) abra: Magneses térkép polusra redukalas nélkiil

A mért magneses térképet atszamitjuk a magneses poélusra (I=90°), igy az anomalidk
konnyebben értelmezhetdk, ill. ekkor a gorbe maximumok pontosan a hatd felett
jelentkeznek. A 17-b) abran a zajmentes magneses adatok (hagyomanyos, DFT-re alapozott

eljarassal eléallitott) polusra redukalt térképét mutatom be.
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17-b) &bra: Polusra redukalt méagneses térkép

A DFT médszerrel kapott 2D Fourier spektrum abszolut értékét a [-1,1]*107 térfrekvencia

hatarok k6zé transzformalva a 17-c) abran demonstralom.
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17-c) abra: A magneses adatok 2D Fourier spektruma

A fenti abrak esetében zajmentes magneses adatokkal dolgoztam. A kovetkezOkben a
zajmentes adatokhoz Cauchy-eloszlasu véletlen zajt adtam, igy a 18-a), -b) és -c) abrak
adodtak. A zajos adatok polusra redukalas nélkiili térképét a 18-a) abra, a polusra redukalt
térképet a 18-b) abra és a 2D Fourier spektrumot a 18-c) abra szemlélteti. Lathato, hogy
Cauchy-eloszlast zaj esetében a polusra redukalt eredmény nagyon zajos, mely a
hagyomanyos kétdimenzios DFT algoritmus jelentds zajérzékenységének kovetkezménye,

ami a 17-c) és 18-c) abrak osszehasonlitasa alapjan nyilvanvalo.
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18-a) abra: Magneses térkép polusra redukalés nélkiil Cauchy zaj esetén
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18-b) abra: Polusra redukalt Cauchy zajos magneses térkép
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18-c) abra: A magneses adatok 2D Fourier spektruma

Kézenfekvd, hogy a 2D DFT eljarast a 6. fejezetben bemutatott inverzids alapt Fourier
transzformacios modszerrel helyettesitsiik. Mivel a bemend magneses adatrendszer Cauchy-
eloszlast kovetd zajt hordoz, a polusra redukalas javitasara Fourier transzformacidként a 2D-
S-IRLS-FT eljarast alkalmazzuk. Az eljaras sordn a sorfejtési egyiitthatok ismeretében
tetszOleges frekvencidn szamithat6 a frekvenciaspektrum, igy annak érdekében, hogy az
eredményiink a DFT-vel azonos térfrekvencidkon levé eredménnyel megegyezd formaba
keriiljon a spektrumot a DFT térfrekvencidkon szamitottuk. A 19-a) és b) abrakon az uj

inverzios alapt 2D Fourier transzformacioval kapott polusra redukalt képet és a 2D
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térfrekvencia spektrumot szemléltetem. Az 0j algoritmus altal kapott 19-b) abrat 6sszevetve
a hagyomanyos kétdimenzios DFT eljarassal (18-c) dabra) jelentds zajelnyomast
tapasztalunk. Ennek megfeleléen a polusra redukalt 19-a) magneses térkép rendkiviil
jelentds zajelnyomast tanusit, az eredmény térkép igen koézel van a zajmentes

adatrendszerbdl kapott 17-b) magneses térképhez.
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19-a) dbra: Az 0j 2D-S-IRLS-FT algoritmus a polusra redukalés utan
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19-b) abra: A térfrekvencia-tartomanybeli zajos magneses adatok
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Az inverzi6s eredmények bizonyitjak, hogy az inverzids alapu 2D-S-IRLS-FT algoritmus
sikeresen alkalmazhat6 a magneses adatok polusra redukalasaban jelentds zajelnyomas

mellett.

7.2.2. Az eredmények dsszefoglalasa

Jelen alfejezetben a 6.2.-ben kidolgozott 2D-S-IRLS-FT inverziés Fourier transzformaciot
alkalmazom a magneses adatok polusra redukalasaban. Az elért eredményeket az 5. tézisben

fogalmazom meg.

5. tézis

»A 2D-S-IRLS-FT inverziés Fourier transzformacié magneses adatok pdlusra redukalasara
tortént alkalmazasa terén megallapitottam, hogy a modszer - a hagyomanyos, DFT-re
alapozott eljarashoz képest - igen jelentos zajelnyomé képességet mutat a térfrekvencia
spektrum meghatarozasa sordn. Ez a robusztus 2D Fourier transzformdacios eljaras a pdlusra

redukalas pontossagat kiemelkedden képes javitani.”
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A mérnoki gyakorlatban a diszkrét id6tartomanybeli adatsorok feldolgozasanak
hagyomanyos eszkozei a diszkrét Fourier transzformacio (DFT), ill. a gyors Fourier
transzformacio (FFT). Ezek az algoritmusok a bemeneti id6jel frekvenciaspektrumat nagy
pontossaggal képesek eldallitani, amennyiben a mintavételi idokozt €s a regisztralasi
id6tartomanyt megfelelden valasztjuk meg. Mérési adataink azonban zajt hordoznak, ezért
kiilondsen fontos az alkalmazott miiveletek zajelnyomo képességének vizsgalata. A Fourier
transzformacié hagyomanyos formai (DFT, FFT) erésen zajérzékenyek, amit a mérési
adatok feldolgozasa terén a Fourier transzformécid megvaldsitasa elétt vagy utan

alkalmazott kiilonb6z6 zajsziirési technikak hasznalataval igyekeznek kezelni.

A geofizikai inverzios gyakorlatban szamos olyan modszer 1étezik, mely alkalmas lehet a
zajelnyomasra. Ezek koziil a hatékonysag szempontjabol kiemelkednek a sorfejtéses
diszkretizaciot robusztus stlyokkal kombinal6 eljarasok, melyek alkalmazasa sordn jelentds
zajcsokkentés és inverzios stabilitas valosul meg. Ertekezésemben a zajos adatrendszerek
frekvenciaspektruménak robusztus modszerekkel torténd meghatarozasat tliztem ki célul,
kiilonosen tligyelve a zajelnyomas javitdsara. Ennek értelmében, a sorfejtéses inverzios
eljaras adatfeldolgozasban vald alkalmazasanak lehetdségeit vizsgalva, a geofizikai inverzio
eszkoztarat hasznald Fourier transzformacios eljarast (Vass 2010) tovabbfejlesztettem. A
frekvenciaspektrum diszkretizalasat sorfejtés formajaban adtam meg, ami azt jelenti, hogy a
folytonos komplex fliggvényt megfelelden valasztott fliggvényrendszer szerint fejtem ki.
Mivel ekkor az inverz feladat Jacobi-matrixa a bazisfiiggvények inverz Fourier
transzformaltjaként irhato fel, olyan bazisfiiggvények alkalmazasat tliztem ki célul, amelyek
az inverz Fourier transzformécionak sajatfliggvényei. Megmutattam, hogy ennek a
kritériumnak a skéalazott Hermite fliggvények felelnek meg, ezért bazistiiggvényként ezeket
alkalmaztam ¢és megadtam a Jacobi-matrix elemeit eldallitdé formulat, amelynek
hasznalataval az egydimenzids inverzios alapu Fourier transzformaciot nem kell komplex
integralként kiszamitani, elegendd csak a sajatértékkel valo szorzéas. Ennek a felismerésnek
az elénye az 1D és 2D inverzios Fourier transzformacios eljarasok kidolgozasa soran a

szamitasi id6 csokkenésében mutatkozik meg.

A 4. fejezetben bemutattam a skalazatlan, ill. a skalazott Hermite fliggvénysoros
diszkretizaciora alapozott inverzios alapt Fourier transzformacios eljaras uj valtozatat, amit

numerikus vizsgalatoknak vetettem ala. Az LSQ-FT eljarassal kapott eredmények - Gauss-,
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ill. Cauchy zajokkal terhelt idésor (I. és II. adatrendszerek) esetében is - azt mutattdk, hogy
a hagyomanyos DFT-vel eldallitott spektrumhoz képest az id6- és frekvenciatartomanyban
egyarant megvalosult a zajredukalas (igaz a II. adatrendszer esetén lényegesen gyengébb
eredményt kaptunk, melynek magyarazata, hogy a legkisebb négyzetek modszerének elve

Gauss-eloszlasu adatsor alkalmazasakor ad optimalis eredményt).

Ez indokolta a modszer tovabbfejlesztését a robusztus inverzio irdnyaba. Igy az 5. fejezetben
megadtam az 0], Fourier transzformacios robusztus algoritmust (S-IRLS-FT), mely a Steiner
professzor altal a Leggyakoribb érték modszer keretében bevezetett - idékozben Steiner-
stlyok elnevezést kapott - silymatrix elemeket alkalmazza. Az eljaras soran vizsgalatokat
végeztem a zajérzékenység szempontjabol, relativ adat- és modelltérbeli tadvolsagokat
szamoltam az inverziés eredmények mindsitése végett. Az inverziés eredmények
hatarozottan demonstraljak az S-IRLS-FT algoritmus kiugré adatokkal szemben mutatott
rezisztenciajat. A szamitott tavolsagadatok (nagysagrenddel kisebb értékei) is igazoljak a

robusztus modszer hatékonysagat.

A 6. fejezetben bemutattam az inverzios alapi kétdimenzids Fourier transzformacios
algoritmust LSQ (2D-LSQ-FT), ill. Steiner-sulyokkal definialt IRLS modszer (2D-S-IRLS-

FT) alkalmazasa esetén.

A 7.1. alfejezetben az S-IRLS-FT eljarast a szeizmikus adatfeldolgozas teriiletén is
vizsgaltam. Ennek érdekében 0j Hilbert transzformacios algoritmust dolgoztam ki, amelyet
numerikusan teszteltem. Mint az el6z6eknél, az inverziés eredmény itt is jelentds

zajcsokkenésrdl ad tanubizonysagot, ami az eljaras hatékonysagat jol tiikrozi.

A kétdimenzios alkalmazasok korében a maégneses adatok poélusra redukdlasa terén
végeztem numerikus vizsgalatokat, melynek eredményei igazoltak az inverziés Fourier
transzformaci6 zajelnyomo képességének jelentds javuldsat. A vizsgalatok soran tapasztalt

javulas a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl igen jelentds és fontos.
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